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Capitulo 1

Introduccion

Albert Einstein en su teorfa linealizada de la relatividad general (1916) predijo la
existencia de las Ondas Gravitacionales (OG) [1]-[2]; las OG son definidas como
perturbaciones o distorsiones en el espacio-tiempo producidas por objetos gravita-
cionales masivos en movimiento (ya sea que se aceleren o cambien bruscamente su
geometria). Las OG pueden ser producidas por sistemas binarios, explosiones de
supernovas, colision de agujeros negros y el propio origen del universo (Big-Bang)
[3]-[4], entre otros.

En 1959 Joseph Weber [5] fue el primer fisico que se dedicé a disenar y construir
un detector de OG, proponiendo como primera iniciativa el detector de masa re-
sonante. Su experimento consistié en construir una barra cilindrica de aluminio de
aproximadamente 1.5 toneladas, la cual aislaba acisticamente suspendiéndola por
medio de un alambre e introduciéndolo en una camara de vacio. En este detector al
incidir una OG que coincidiera con la frecuencia de resonancia natural de la barra,
aumentaria el efecto de la OG al atravesar la barra y el tiempo de duraciéon de tal
efecto. Weber anuncia en 1969, la deteccién de una OG [6] con lo cual se motivaron
varios investigadores en el tema, pero después de realizar diversas pruebas con di-
ferentes detectores de masa resonante, concluyeron que Weber solo habia detectado
ruido.

Después que la comunidad cientifica aceptara que podrian detectarse las OG por
métodos experimentales, se iniciaron investigaciones con diferentes tipos de detec-
tores.

El diseno més prometedor de deteccién de OG era disenado por interferometria
laser; el pionero en este trabajo fue Bob Forwad [7], quien construyé un detector de
OG basado en el interferémetro de Michelson [8].



El funcionamiento del detector por interferometria laser es el siguiente: cuando inci-
de una OG en el interferometro, se ejerce una fuerza sobre los espejos produciéndose
una diferencia de camino éptico en el haz del laser, esto generard una variacién en
el patron de interferencia proporcional a esta diferencia. Los detectores de OG por
interferometria laser son los que tienen mayor apoyo a nivel mundial, debido a la
geometria de las fuerzas producidas por ellas|9], ya que el interferémetro es sensible
al movimiento diferencial entre sus brazos, y también por su sensibilidad al movi-
miento diferencial de los espejos [10]. Dentro de la primera generacién de detectores
por interferometria ldser estan LIGO [11], TAMA300 [12], GEO600 [13] y VIRGO
[14], entre otros.

Sin embargo, debido al pequenio valor de la intensidad de una OG esperada (h ~
107%"), 1a longitud de los brazos en el interferémetro debe ser de cientos de kiléme-
tros, una condicién dificil de lograr debido a multiples factores, entre los cuales se
encuentran el relieve de la tierra y los altos costos de construccién, entre otros. Ac-
tualmente en los detectores por interferometria laser se han desarrollado dos técnicas
para aumentar la longitud efectiva de los brazos del interferémetro, estas son Delay
Line [15] y la cavidad Fabry-Perot [16].

La cavidad Fabry-Perot es actualmente la técnica mas empleada en los detecto-
res de OG, debido a que presenta un esquema simple que contiene dos espejos que
permiten que el haz del laser realice interferencia de multiples haces entre ellos. El
esquema de una cavidad Fabry-Perot consiste en dos espejos paralelos, uno de ellos
parcialmente transmisor (espejo de entrada) entre los cuales el haz del lser circula
entre ellos [17]. Cuando incide el haz del laser en el espejo de entrada con un dngulo
de incidencia muy pequeno, una parte se refleja y la otra se transmite haciendo reco-
rridos de vuelta completa entre los dos espejos, estas muiltiples reflexiones entre los
espejos producen haces de luz que emergen del espejo de entrada y producen inter-
ferencia con el haz reflejado inicialmente, produciéndose de esta forma, las franjas
de interferencia en la salida de la cavidad [2]. Este nimero de reflexiones internas
dentro de la cavidad Fabry-Perot es proporcional al incremento de la longitud efec-
tiva del brazo en el detector de OG.

Debido a los altos costos necesarios para la construccién de detectores de OG,
diversos grupos de investigacién trabajan en prototipos de detectores de OG por
interferometria laser, es el caso de nuestro Centro Universitario de ciencias exactas
e ingenierias CUCEI, donde se ha disenado y construido un prototipo simulador de
deteccién de OG rigido basado en el interferémetro de Michelson. En él se simula
mediante plataformas motorizadas, el efecto que produciria una OG incidiendo en
el prototipo, con el cual se logro el objetivo de mostrar a la comunidad universitaria



la importancia multidisciplinaria de este proyecto.

En este proyecto de tesis, haremos el analisis de la implementacién de dos cavidades
Fabry-Perot dentro del prototipo simulador ya construido, con las cuales pretende-
mos alcanzar una amplificacién del haz del laser, disminuir ruidos [18] y lograr una
extension de la longitud efectiva de los brazos del interferometro [19], lo cual nos
permitird una caracterizacion mas eficiente a pequena escala de nuestro prototipo.
Presentaremos en detalle las ecuaciones que definen el campo en una cavidad Fabry-
Perot y su respuesta a las variaciones en los parametros de amplitud, frecuencia y
fase del laser y la longitud de la cavidad. Posteriormente analizaremos y simulare-
mos la respuesta de un interferémetro de Michelson con dos cavidades Fabry-Perot
en sus brazos y obtendremos los parametros que caracterizan nuestro prototipo.



Capitulo 2

Ondas gravitacionales

Una OG se define como una perturbacién de la curvatura espacio-tiempo que se
propaga a través del universo a la velocidad de la luz, su existencia fué predicha por
Albert Einstein en su Teoria de la Relatividad General (RG) [1, 2, 3] y confirmada
después de la observacién del pulsar binario PSR 1913416 [4, 5, 6] descubierto por
R.A. Hulse y J. H. Taylor en 1974. Sin embargo, las OG no se han podido detectar
directamente debido a que son muy débiles, no son absorbidas por la materia, lo que
hace que sea dificil crear una antena receptora de OG. La RG predice que las OG son
emitidas por grandes objetos estelares, siendo estas ondas las soluciones especiales
de las ecuaciones de campo de la teoria linealizada de la RG. Estas soluciones fueron
encontradas por Einstein en 1916 [15], pero no atrajo mucha atencién hasta finales
de los anos 50’s cuando se construyé el primer detector de OG, sin embargo, hasta la
fecha no ha sido posible detectarlas experimentalmente. En este capitulo revisaremos
las soluciones de onda de la ecuacién de Einstein, la teoria linealizada, la definicion
matematica, polarizacién y fuentes de una OG y los tipos de detectores.

2.1. Ecuaciones de Einstein, teoria linealizada y
definicion de onda gravitacional

En la Teorfa de la Relatividad Especial (RE), el intervalo espacio-tiempo ds entre
dos puntos vecinos esta dado por la expresion

ds* = —c*dt* + da* + dy* + dz* (2.1)

ds® = n,,datdz” (2.2)
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donde 7, es la métrica de Minkowski para un espacio-tiempo plano, la cual esta da-
da en coordenadas cartesianas por

~1000
0 100

=10 010 (2:3)
0 00 1

En la ecuacién (2.2) los indices i y v indican el rango de 0 a 3 para representar ¢,
x, Yy y z, respectivamente. El mismo concepto fisico es aplicado en la Teoria de la
RG, con la tunica diferencia que el espacio-tiempo no es limitado necesariamente al
espacio-tiempo plano descrito por la métrica de Minkowski, pero en general, se curva
para representar lo que llamamos gravitacion. La expresién general para definir el
espacio-tiempo estd definida para este caso por

ds® = g, dz"dz” (2.4)

donde toda la informacién acerca de la curvatura del espacio-tiempo es representada

en la métrica g,,. Gran parte de la fisica puede ser representada con la ecuacién
(2.4). Sin embargo, para nuestro proyecto s6lo necesitamos entender un caso especial,
el de una pequena perturbacion en el espacio-tiempo plano. Con lo cual la métrica
sera representada por

Guv = Ny + h,uz/ > (25)

donde h,, representa la perturbaciéon métrica fuera del espacio de Minkowski.
Basandonos en la métrica g,,, las ecuaciones de campo gravitacional de la RG,
tienen la forma

G+ ANgu = KT, (2.6)

donde
1
G;w = R/u/ - §Rguua (27)

es el tensor de Einstein[l, 2], que describe la geometria del espacio tiempo a partir

de la métrica de Minkowski, R, es conocido como el tensor de Riemann, R es el
escalar de curvatura, A es la llamada constante cosmoldgica y 7}, representa el
tensor de energia-momento[2]. Con A = 0 y k = 87G/c?, la ecuacién (2.6) toma la
forma general

81G
ij - 7ij, (28)



donde G es la constante gravitacional de Newton.

Debido a que es dificil resolver la ecuacién de Einstein analiticamente, la natu-
raleza del campo gravitacional es investigada por medio de la ecuacién linealizada.
Tomando la ecuacién (2.5) donde se tiene en cuenta la perturbaciéon métrica de Min-
kowski para el espacio-tiempo plano h,,,y teniendo en cuenta la ecuacién 2.3 donde
N es el tensor métrico de un espacio-tiempo plano, se define ahora el tensor de
traza inversa EW de h,, por

- 1
h/u/ = h/u/ - §nuuha (29)

donde
h=hg, (2.10)

con lo cual por medio de un desarrollo matematico detallado en [16] se obtiene la
ecuacion linealizada de Einstein, la cual esta dada por

_ 167G
Dh/“/ - _TTMV’ (211)
donde
82
O=—55+4. (2.12)

Mas detalle de esta ecuacién se puede ver en [20].

Partiendo de la ecuacién linealizada de Einstein (2.11), con la condicién de vacio
con Ty, = 0, es decir con

hu =0. (2.13)

se obtiene una solucién de onda plana dada por
Oh, = Auvexp(ikats) (2.14)
donde el nimero de onda y la amplitud deben satisfacer las siguientes condiciones

Ak, =0, (2.15)
ke ke =0, (2.16)

Las ecuaciones (2.15) y (2.16) muestran que la solucién de onda plana de la ecua-
cién (2.14) es una onda transversal que se propaga a la velocidad de la luz [16]. Esta
onda plana es llamada una Onda Gravitacional.
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Cuando la parte del espacio del vector de niimero de onda k; es paralelo al eje z, es
decir, la onda se propaga paralela al eje z, el tensor de perturbacién es representado
por

hop = A etd=2) (2.17)
00 0 0
| 0 Ay Ry O
Aw = | h —h. 0 | (2.18)
00 0 0

donde hy y h, representan la polarizaciéon de la OG. Cuando h, es igual a cero,
la OG es llamada polarizada-mas o polarizaciéon h, y cuando hy = 0 es llamada
polarizada-cruz o polarizacion h,.

Para entender como se manifiesta fisicamente los dos estados de polarizacion de
una OG, consideremos un anillo circular de particulas que se encuentran en un
plano ortogonal a la direccion de propagacion de una OG, el estado de polarizacién
h,, alargard y comprimira el anillo de particulas a lo largo de direcciones ortogona-
les, tal como se muestra en la Figura 2.1, mientras que el estado de polarizacién h,
producira el mismo efecto de alargar y comprimir el anillo de particulas pero a lo
largo de direcciones que estéan rotadas 45 grados (7/4 radianes) con respecto a las
direcciones de deformacion del estado h.y, este efecto también puede observarse en
la Figura 2.1.
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Figura 2.1: Polarizacién de Ondas Gravitacionales



2.2. Fuentes de ondas gravitacionales

Las principales fuentes de OG estén clasificadas por la forma de onda: ondas explo-
sivas, ondas periddicas y ondas estocésticas [3, 21, 22, 23].
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Figura 2.2: Algunas posibles fuentes de OG

2.3. Detectores de ondas gravitacionales

Actualmente los detectores de OG se dividen en dos grandes grupos, el primer grupo
es llamado detectores de masa resonante y el segundo corresponde a los detectores
por interferometria laser. Sin embargo, hasta el momento las OG no se han detecta-
do directamente, pero si hay evidencias indirectas de su existencia gracias al trabajo
realizado por R. A. Hulse y J. H. Taylor [4, 5, 6, 24], quienes estudiaron el sistema
binario PSR 1913416, el cual consiste en un pulsar describiendo una orbita eliptica
alrededor del otro. Su trabajo consistié en detectar en 1974 y hacer seguimiento
durante 14 anos del pulsar PSR 1913416 ubicado en la constelacién de el dguila. En
1983 divulgaron que habian detectado una disminucién en el periodo orbital, lo que
indicaba a su vez una pérdida de energia debida a la radiaciéon de OG. Este cambio
observado en el periodo orbital, esta de acuerdo con las predicciones de la Teoria
de la RG. Gracias a su trabajo, Hulse y Taylor fueron galardonados con el premio
Nobel de Fisica en 1993 [25].



2.3.1. Detectores de Masa Resonante

Durante la década de los 60’s Joseph Weber construyé la primera antena que ope-
raba como detector de OG. Weber disené dos detectores cilindricos de aluminio
ubicados en lugares separados con el fin de reconocer como OG, a aquellas que se
detectaran con ambos instrumentos. Estos cilindros de aluminio pesaban aproxi-
madamente 1.5 toneladas cada uno y alrededor de ellos se hallaban una serie de
cristales piezoelectricos, los cuales generaban un voltaje cuando la barra oscilaba
y estaban aisladas en el vacio. El principio de funcionamiento de los detectores de
barra resonante es el siguiente: si una OG cuya frecuencia coincide con la frecuencia
de resonancia del cilindro, se inducia una fuerza a lo largo de la barra y ésta seria
amplificada, detectando asi una OG. Después de haber obtenido datos coincidentes
entre las dos barras de aluminio Weber informo que habia detectado una OG [7]
lo que motivo a diversos grupos de investigacién alrededor del mundo a replicar su
detector el cual fue llamado de masa resonante[3] con el fin de obtener los mismos
resultados. Sin embargo concluyeron que Weber habia detectado sélo ruido. Este ex-
perimento fué de gran importancia pues con el se motivé a la comunidad cientifica
a trabajar en la deteccién de OG. En la tabla 2.1 se muestran las caracteristicas de
los actuales detectores de masa resonante. No haremos mayor énfasis en este tipo
de detector debido a que no es el tema central de la tesis.

Tabla 2.1: Detectores de OG de masa resonante

Detector Antena Transductor | Sensibilidad
CERN/Roma Alumino - 2.3 toneladas Capacitivo 7210717
CERN Aluminio - 2.3 toneladas Capacitivo 221018
LSU (EU) Aluminio - 1.1 toneladas Inductivo 7210717
Stanford (EU) | Aluminio - 4.8 toneladas Inductivo 10718
UWA (Australia) | Niobio - 1.5 toneladas Cavidad RF 9210~ 17

2.3.2. Detectores por interferometria laser

Los detectores de OG’s por interferometria laser, los cuales basan su funcionamiento
en la configuracion del interferémetro de Michelson [], son la mejor alternativa para
la deteccién de OG’s ya que ofrece la posibilidad de tener una alta sensibilidad sobre
un amplio rango de frecuencias. El interferémetro de Michelson (cuya configuracién
veremos en el siguiente capitulo) estd particularmente bien adaptado a la deteccién
de OG, ya que ofrece un esquema que permite la medicién del cambio en la distancia
entre particulas que se encuentran libres, cuando estas son perturbadas por la inci-
dencia de una OG, mediante un cambio de fase en el haz del laser del interferometro,



el cual a su vez, es detectado como un cambio en el patron de interferencia en la
salida del mismo. En el siguiente capitulo explicaremos con mas detalle este tipo de
detectores.

Tabla 2.2: Detectores de OG por interferometria laser

Detector Longitud Tipo
TAMA (Japon) 300m Fabry-Perot
LIGO (EU) 4km x 2 Fabry-Perot
GEO (Alemania) 600m Dual Recycling
Virgo (Italia y Francia) 3km Fabry-Perot

2.4. Detectores de Ondas Gravitacionales por In-
terferometria laser

Los detectores de OG por interferometria laser son los que actualmente cuentan
con mayor apoyo a nivel mundial para su desarrollo e investigacion, debido a que el
interferometro de Michelson tiene una amplia banda de observacion y una potencial
sensibilidad muy alta [8, 9] si la longitud efectiva de sus brazos es de unos pocos
kilémetros.

En este capitulo explicaremos el esquema de un interferémetro cuando es usado
como detector de OG’s.

2.4.1. Interferémetro de Michelson

Como mencionamos anteriormente el principio de un detector de OGs por interfero-
metria ldser es un interferémetro de Michelson [1], cuya configuracién se muestra en
la Figura (2.3), donde se puede observar que estd compuesto por una fuente léser,
un divisor de haz, dos espejos y un detector en la salida.

El principio de funcionamiento del interferémetro es el siguiente: al pasar por el
divisor, el haz del laser se divide en dos direcciones ortogonales z vy y estos dos ha-
ces son reflejados en los espejos y recombinados al pasar nuevamente por el divisor
de haz, produciendo asi el fendmeno de interferencia en la salida del interferémetro.

Cuando el interferometro es empleado como un detector de OG, los espejos estan
suspendidos en péndulos de forma que puedan comportarse como masas libres en la
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direccion a lo largo del haz del laser a la frecuencia de observacion.

En un detector por interferémetria laser, cuando incide una OG, la longitud de sus
brazos (distancia entre un espejo y el divisor de haz) es perturbada, generando cam-
bios en la longitud de camino éptico de cada brazo, produciendo asi, un diferencia
en el cambio en cada brazo.Estos cambios de fase son detectados en la salida como
desplazamientos en las franjas de interferencia y son proporcionales a la longitud de
los brazos del interferometro, cuando el periodo de la OG es lo suficientemente largo
comparado con el tiempo de almacenamiento del haz del laser en el brazo.

Sin embargo, cuando la OG incidente en el interferémetro tiene un periodo cor-
to, se produce la cancelacién de los cambios de fase, por lo cual es importante saber
que el cambio de fase en la salida producido por una OG de periodo corto, no se
incrementa con la longitud efectiva de los brazos. Debido a esto, hay una longitud
efectiva ptima para los brazos del interferémetro, la cual estd en funcién de la fre-
cuencia de operacion del detector, o lo que es igual hay una longitud de los brazos
optima para el detector la cual depende de la frecuencia de la OG que se quiere
detectar. Por ejemplo, la longitud efectiva para detectar OG’s de 1Khz seria de
aproximadamente 75 Km (ésta dependencia la explicaremos con mas detalle en las
siguientes secciones), la cual en la la practica es bastante dificil de construir, razén
por la cual se han creado nuevas técnicas para obtener estas longitudes, siendo la
mas utilizada en los detectores de OG’s, la cavidad Fabry-Perot la cual también
explicaremos con mayor claridad posteriormente.

Espejoy

Divisor
de haz

Espejo x

Puerto de
salida

Figura 2.3: Detector de Ondas Gravitacionales por interferometria laser

Para analizar la deteccion de fase que se realiza en un detector de OGs por interfero-
metria laser, observemos la Figura 2.3 donde se muestra el interferémetro Michelson
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utilizado para este fin. Cuando incide una OG, ésta causa un cambio de fase diferen-
cial en los dos caminos 6pticos ortogonales del interferémetro, el cual es detectado
como un cambio en el patrén de interferencia.

Para el analisis tenemos que el haz del laser de la fuente estd dado por

B\, = Byt (2.19)

donde Ejy y §; son las amplitudes del haz del laser y la frecuencia angular respec-
tivamente.

Cuando los haces reflejados en los espejos de los brazos del interferémetro son re-
combinados en el divisor de haz, experimentan cambios de fase dados por ¢, y ¢, y
cambios de amplitud dados por los coeficientes de reflexién de los espejos, 7, y 7y,
los cuales en la salida se pueden ver como

Esal = TxEoei(Qlt_¢z) - ryEoei(Qlt_¢y) ) (220)
Por lo tanto, la intensidad del campo de salida en el detector estd dada por[20]
]max + Imzn Imam - Im

]D = |Esal|2 = 92 - 9 il COS ¢—> (221)

donde ¢_ es la diferencia de fases

P = ¢ — Py, (2.22)

V Iz € Imin representan la intensidad maxima y minima de una franja de interfe-
rencia, es decir, una franja clara y una franja oscura respectivamente.

De la ecuacion (2.21) se puede observar que el interferémetro de Michelson detecta
la diferencia de fase entre los haces de los dos brazos, a partir de la intensidad del
campo en la salida del mismo.

Por otra parte, la eficiencia de interferencia es representada por el contraste C de-
finido por

Loz — Lni
=1 T 2.23
Ima:c + Imzn ( )

En el caso ideal, cuando 7, = r, y el interferémetro esta perfectamente alineado
P,.in. se hace cero y el contraste C' se hace uno, y, cuando ¢_ = 0 el haz del laser de
ambos brazos interfieren destructivamente y la franja de interferencia se hace com-
pletamente oscura. Ademas cuando no hay pérdidas de potencia en el interferémetro,
la intensidad en el detector esta dada por[20]

Ip = %Il(l —cos¢p_), (2.24)

donde 1 es la intensidad del haz del laser de la fuente I; = |E?|.
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2.4.2. Interferémetro de Michelson como detector de ondas
gravitacionales

Consideraremos para nuestro andlisis un cambio de fase causado por una OG con
polarizacion + que se propaga a lo largo de la direccién z e incide sobre el inter-
ferometro.

Inicialmente tenemos que la distancia de un fotén propagandose a lo largo del eje x
satisface la ecuacién

ds* = —c*dt* + {1 + hy(t)}dz? =0, (2.25)

y con la aproximacion de hy(t) < 1 tenemos
1
{1- §h+(t)}c dt =dz . (2.26)

Integrando ambos lados de esta ecuacion, tenemos la ecuacién para el tiempo de
recorrido de vuelta completa de un foton entre el divisor de haz y el espejo, el cual
serd denominado At,:

2 1

t
At, +—/ hy (t)dt', (2.27)
c 2 2=

donde £ es la distancia entre el divisor de haz y el espejo.

Por lo tanto, el cambio de fase de vuelta completa en un fotén viajando a lo largo
de la direccion z estd dado por

¢x = QlAtxa
200y O [
o JELBARL] hy (£)dt . (2.28)
c 2 Ji_2=

Por otra parte, la OG incidente causa un cambio de fase con el signo opuesto para
el fotén que viaja a lo largo de la direccién y, por lo tanto, tenemos que

¢y = QlAtya
209, O [*
o = = - - ho (t)dt . (2.29)

Finalmente, para hallar la diferencia de fase causada por la OG lo hacemos a
partir de las ecuaciones 2.28 y 2.29, asumiendo que las longitudes de los brazos
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del interferometro de Michelson son iguales, es decir, [ = £* = &Y, de modo que la
diferencia de fase total esta dada por

2eQ),  Q [*
0o = : Lyt hy(t)dt'
c 2 Ji_2e
2£le Ql ¢ / /
— R — ho (t)dt
t
Sdoc = / ho(t)dt (2.30)
t— 2

Esta diferencia de fase es detectada en la salida del interferémetro de Michelson
como un cambio en las franjas de interferencia.

Cuando los cambios en la OG incidente son mucho menores que el tiempo de alma-
cenamiento de vuelta completa en el brazo del interferémetro, el cual es

21
= — 2.31
r==, (231)

la ecuacién (3.12) se escribe de la forma

2(0 4rl
0¢oG =~ —lh+ =N
C )\1

donde \; es la longitud de onda del haz del laser.

hy, (2.32)

2.4.3. Respuesta en frecuencia

Aunque la sensibilidad del interferémetro de Michelson se incrementa con una lon-
gitud larga en los brazos para OG’s de bajas frecuencias, ésta no se incrementa para
OG’s de alta frecuencia debido a la cancelacion de los cambios de fase. Por lo tanto,
el interferémetro de Michelson tiene una longitud 6ptima de sus brazos correspon-
diente a la frecuencia de la OG de operacién.
Tomando la transformada de Fourier de h (t)

hi(t) = /_OO hy(w)e“dw, (2.33)

[e.e]

y sustituyendo esta transformada en la ecuacién (2.30), tenemos
t 00
5¢GR = Ql/ dt/ / h_|_ (w)ei“’tldw
t—2 —0o0
= / Hyrr(w)hy (w)e™tdw (2.34)
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donde Hy,; esta dada por

2Q) lw, w
Hyr(w) = =L sin (-2)ei*¢ | (2.35)
w c
Esta ultima expresién representa la sensibilidad del interferometro de Michelson

para una OG con frecuencia angular w.

Tomando como aproximacién que el periodo de una OG (27/w) es mucho mayor
que el tiempo de almacenamiento en el brazo del interferémetro de Michelson 7, el
valor absoluto de la respuesta estarda dado por

Hyptl ~ <2Qll> |

(2.36)
donde se puede observar que el cambio de fase causado por una OG es proporcional
a la longitud de los brazos [. Esto ocurre debido a el efecto de OG’s acumuladas
durante el tiempo de almacenamiento de los fotones en los brazos del interferémetro
de Michelson. Pero por otra parte, la sensibilidad para OGs de alta frecuencia no
se incrementa con la longitud de los brazos debido a que los efectos de éstas estan
integrados y cancelados.

De la ecuacién (3.18) se puede observar que la sensibilidad del interferémetro de

Michelson es maxima cuando la longitud de los brazos [ satisface la siguiente condi-
cién

lwobs ™

—_— =, 2.37

.~ 3 (2.37)

para una frecuencia angular w de una OG dada. Esta ecuacién muestra que el

tiempo de almacenamiento 6ptimo en el brazo del interferémetro de Michelson es

la mitad del periodo de la OG para la cual es calibrado. Es decir, la longitud de

camino éptico es optimizada cuando es la mitad de la longitud de onda de la OG

definida.

Tomando como ejemplo una OG con una frecuencia de 1 kHz, la longitud de los
brazos éptima para el interferémetro seria cerca de 75 km, siendo ésta una longitud
que no es posible construir para un detector con base en la tierra debido a varios
problemas: el alto costo de construccion de largos tubos de vacio y la imposibilidad
de encontrar un amplio lugar dentro del relieve del planeta con esta longitud. Por lo
tanto, como medida para optimizar la respuesta en frecuencia del interferometro de
Michelson con una longitud de los brazos de unos pocos kilémetros, se han propuesto
técnicas mediante el incremento del tiempo de almacenamiento de la senal, es de-
cir, ampliando la longitud efectiva de los brazos, estas son: Delay Line y Fabry-Perot.
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La técnica Delay Line propone extender la longitud efectiva de los brazos del in-
terferémetro mediante el despliegue del camino 6ptico por multiples reflexiones. En
un interferémetro Michelson-Delay Line, cuya configuracion se muestra en la Figura
2.4, la longitud de camino éptico total Lp;, esta dada por Lpr, = Nprlpr, donde
Npy es el nimero del camino 6ptico (Npy — 1 reflexiones) y [py, es la distancia entre
los dos espejos que forman el Delay Line. Para un mejor entendimiento, se puede
decir que un simple interferémetro de Michelson es interpretado como un Delay Line
con un numero de rebotes de Np; = 2.

La respuesta en frecuencia de un interferémetro Michelson- Delay Line Hy;;pr se
obtiene reemplazando 2l de Hyy en la ecuacion (2.34) por Lpy, obteniendo

20 . /Lprw\ _;Lpre
Hyrpr(w) = wl sin < gz )6 E (2.38)
Espejo — ]

inicial

Delay Line

Espejo Espejo
final inicial

Puerto de
salida

Figura 2.4: Interferémetro de Michelson con la técnica Delay Line en sus brazos.

En este caso el haz del laser realiza cuatro rebotes entre los espejos, por lo tanto
Nprp =4

Por otra parte, la técnica Fabry-Perot extiende la longitud efectiva de los brazos
del interferémetro mediante la interferencia multiple en una cavidad Fabry-Perot,
la cual explicaremos con mas detalle en el siguiente capitulo. En un interferémetro
Michelson-Fabry-Perot, cuya configuracion se muestra en la Figura 2.5, los espejos
de los brazos del interferémetro son reemplazados por cavidades Fabry-Perot.

16



La respuesta en frecuencia de esta configuracion esta dada por

202 sin(£2) ;Lo
Hyrrp(w) = ! e, (2.39)
W l—rre e

donde

t2r
oy = —T— (2.40)
1 —rry
r; y r¢ son las amplitudes de reflectividad de los espejos inicial y final respectiva-
mente, t; es la transmitividad del espejo inicial, y L es la longitud de la cavidad
Fabry-Perot.

Espejo
inicial

Cavidades

Fabry-Perot
Espejo
final -
\ \
Laser
Diviso!
de haz . X
Espejo Espejo
final inicial
Puerto de
salida

Figura 2.5: Interferémetro de Michelson con cavidades Fabry-Perot en sus brazos

Aunque ambos tipos de esquemas presentan ventajas y desventajas, la técnica Fabry-
Perot es la que se ha adoptado en la mayoria de los detectores reales de OGs, como
LIGO y VIRGO, debido a que el Delay Line requiere grandes espejos, ademas por-
que uno de los principales problemas de esta técnica es el ruido de la luz dispersada
[29].

Debido a que nuestro proyecto se basa en la implementacion de cavidades Fabry-

Perot dentro del prototipo simulador de deteccion de OG’s, explicaremos con mas
detalle esta técnica en el siguiente capitulo.
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2.4.4. Fuentes de ruido en un interferémetro

La sensibilidad de un detector de OG’s por interferémetria laser puede ser facilmente
afectada por varias fuentes, siendo los més fundamentales para los detectores con
base en tierra los ruidos de disparo, térmicos y ruido sismico.

Ruido de lectura éptica
La sensibilidad del interferémetro esta limitada por el ruido de lectura optica, el
cual estd dado por el ruido de disparo y el ruido de presién de radiacién[31].

Ruido de disparo.

Es uno de los ruidos fundamentales que limita la sensibilidad de un interferémetro.
Sabemos que el interferémetro de Michelson convierte los cambios de fase diferencial
en sus brazos en movimiento de las franjas de interferencia. Un fotodetector ubicado
en la salida cuenta el nimero de fotones en estas franjas en un tiempo determinado
y produce una fotocorriente proporcional a la intensidad incidente. En este proceso,
el nimero de fotones contados tienen alguna distribucién de probabilidad dada por
la distribucién de Poisson', la cual resulta en un error de conteo de fotones llamado
ruido de disparo.

El ruido de disparo esta dado por

1 hC)\l
isp = — 1/vH 2.41
5hdzsp I 47T7]P1 [ / Z] ) ( )

donde 7 es la eficiencia cuantica del fotodiodo y A es la constante de Planck redu-

cida?. Como se puede observar el ruido de disparo es inversamente proporcional a
la raiz cuadrada de la potencia del laser. Por lo tanto, un laser de alta potencia es
necesario para reducir el nivel de ruido de disparo.

Ruido de presion de radiacion.

Ademas del ruido de disparo, la naturaleza cuantica de la luz causa en el inter-
ferometro el ruido de presién de radiacién. La posicién del espejo es perturbada
por la presion de radiacién del haz del laser reflejado con el espejo. Por lo tanto, la
fluctuacion del nimero de fotones causa un ruido de desplazamiento en el espejo, el
cual es llamado ruido de presién de radiacién, y estda descrito por [30)]

1 hP,
Ohpad = —1\ — 1/VHz 2.42
rad Mfgl 7T3€)\1 [ / ]7 ( )
'La distribucién de Poisson estd dada por p(N) = N NJ\?r i , donde N es el ntimero de fotones en

un intervalo de conteo.
2Constante de Planck reducida: h = 1,055210734[J.s].
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donde M es la masa del espejo.

Aunque el nivel de ruido de disparo es reducido con una alta potencia del laser,
el ruido de presién de radiacién se incrementa proporcionalmente con la raiz cua-
drada de la potencia incidente. Por lo tanto, mientras que el ruido de disparo es un
ruido blanco, el ruido de presién de radiacién es proporcional a f~=2.

Debido a lo anterior, la potencia del laser debe ser optimizada a una cierta fre-
cuencia para reducir al minimo la suma de cuadratura de estos dos ruidos llamado
el ruido de lectura optica.

Ruido térmico

El ruido térmico es otra de las fuentes ruido fundamentales para un detector de
OG’s. En un interferémetro el ruido de desplazamiento es causado por el movimien-
to interno del espejo y el movimiento pendular del sistema de suspension.

Ruido de desplazamiento debido a la disipacion.
La ecuacién de movimiento en un material con una disipacién interna (modelo de
amortiguamiento) esta dada por

m[-w?® + wi{l +igp(w)Ha(w) = fr(w), (2.43)
donde ¢y (w) es una constante elastica compleja, fr es la fuerza de fluctuacion de-
bida a la disipacion, wy es la frecuencia resonante y m es la masa efectiva del sistema.
El valor @) en la resonancia esta dado por la constante elastica compleja mediante
1
or(wo)

se cree, gracias a los resultados de diversas medidas [17, 18]que la constante eldstica
compleja tiene una pequena dependencia con la frecuencia.

Q= (2.44)

Con el fin de reducir el nivel de ruido térmico, se debe incrementar el valor de
() mediante materiales de bajas pérdidas y mecanismos de suspension, o también
reduciendo la temperatura mediante la reduccion de la temperatura de refrigeracion
del sistema [19].

Ruido térmico del péndulo.

La frecuencia de resonancia del péndulo del sistema de suspension (wpe,/2m ~ 1H )
es normalmente mucho menor que la banda de observacién (algunos pocos cientos
de Hertz). En este caso (w >> wpen), €l nivel de ruido térmico debido al sistema de
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suspensiéon estd dado por

Sz (w) ~ ,/% [m/VHz], (2.45)

. _s
el cual es proporcional a f~2.

Ruido térmico del espejo.

La frecuencia de resonancia del modo interno de la masa de prueba (w;,; ~ 10kH z)
es normalmente mucho mayor que la banda de observacion. En este caso (w < wint),
y el nivel de ruido térmico del sistema de suspension esta dado por

dx(w) ~ /% [m/VHz], (2.46)
Mef fldWin W

donde meys es la masa efectiva del modo interno, la masa efectiva del modo mas

bajo es la mitad de la masa del espejo. El nivel de ruido térmico del modo interno
de la masa de prueba debe ser estimado teniendo en cuenta las contribuciones de
todos los modos internos. El nivel de ruido térmico del movimiento interno de masas
es proporcional a f -3,

Ruido sismico

El movimiento de la tierra, llamado ruido sismico, es uno de las fuentes de ruido
mas criticos para un interferémetro con base en la tierra, el movimiento de la tierra
excita el movimiento de los componentes épticos de un interferémetro, resultando
un ruido de desplazamiento. Ademads, un gran movimiento del suelo en la regién de
baja frecuencia puede hacer que el interferémetro sea inestable.

Ruido sismico y sistema de suspension.

A pesar que la amplitud del movimiento del suelo depende de la ubicacion del in-
terferometro, ya sea el pais o la ciudad, la densidad del espectro de potencia es
aproximadamente proporcional a f~2 y estd dada por

Szl f) ~ 1075 x (%)2 m/VI, (2.47)

en una regién de frecuencias sobre 0.1 Hz. El factor 10~ corresponde al 4rea de la
ciudad de ubicacién del interferémetro y varia entre 10~7 y 10~ aproximadamente.

Ruidos del laser
El laser de un interferometro no es ideal, tiene un ruido de frecuencia, ruido de
intensidad, entre otros. Estos ruidos afectan la sensibilidad con asimetrias alrededor
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del punto de operacion del léaser.

Ruido de frecuencia del ldser.
Si los dos brazos del interferémetro son completamente simétricos, el ruido de fre-

cuencia del laser es rechazado por la interferencia, lo cual es llamado relacion de
rechazo de ruido de modo comin (CMRR).

En un interferémetro Michelson-Fabry-Perot el CMRR esta dado por

L. F_
CMRR ~ — + —. 2.48
T T F (2.48)
Se puede observar que el CMRR, esta limitado por la diferencia de longitud de los
brazos y la finesa de la cavidad (F'), es decir, por la diferencia de longitud de camino

optico total.

Ruido de la intensidad del ldser.

Un interferémetro de Michelson convierte una informacién de fase del haz del laser
en un cambio de intensidad en el detector. Por lo tanto, es necesario excluir el efec-
to de la fluctuacién de intensidad en el puerto de senal. Al establecer el punto de
operacién a una franja oscura, el efecto del ruido de intensidad es reducido.

Sin embargo, en la préctica, sigue existiendo una fluctuacion alrededor de la franja
oscura debida a la ganancia del sistema de control. El movimiento residual alrededor
de la franja oscura se acopla con el ruido de intensidad del ldser por medio de

0Tint = %D(Smrms [m/V Hzl, (2.49)

donde 82, es la fluctuacién RMS? residual alrededor de la franja oscura.

Por lo tanto, la ganancia del sistema de control debe ser lo suficientemente grande
para eliminar la desviacion residual RMS, asi como la estabilizacion de la intensidad
del laser.

3Y00t mean square
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Capitulo 3

Cavidad Fabry-Perot

Como mencionamos anteriormente, en los detectores de OG las cavidades Fabry-
Perot son utilizadas para extender la longitud efectiva de los brazos del interferéme-
tro, sin embargo estas también son usadas como una forma de cavidad de reciclaje
y para estabilizar en frecuencia el detector.

Una caracteristica importante en las cavidades Fabry-Perot de los detectores de
OG es que éstas son de longitudes muy largas y tienen espejos que pueden moverse,
con lo cual se diferencian de las cavidades rigidas comiinmente usadas en la fisica
laser. También debemos tener en cuenta que los campos en las cavidades Fabry-
Perot de los detectores de OG son dinamicos y su dependencia con el tiempo es
importante para la deteccion de las OG.

En este capitulo presentaremos el analisis detallado de una cavidad Fabry-Perot
dentro de un detector de OG.

3.1. Caracteristicas y planos de referencia de una
cavidad Fabry-Perot

Una cavidad Fabry-Perot ideal estd compuesta, como se muestra en la Figura 3.1,
por dos espejos planos, llamados espejo inicial (espejo a) el cual llamaremos E, y
espejo final (espejo b) al que llamaremos Ej, separados por una distancia L[?].

Para cada espejo, describiendo la relacién entre el campo eléctrico reflejado o trans-

mitido y el campo eléctrico incidente, tenemos entonces que la reflectividad esta dada
por r, v 1y v la transmisividad por t, v t, respectivamente.
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Figura 3.1: Diagrama esquematico de una cavidad Fabry-Perot

Tenemos que la ley de conservacién de la energia requiere que
2 2
Toptlap =1, (3.1)
cuando se ignoran las pérdidas.

Sin embargo, cuando se tienen en cuenta las pérdidas en los espejos, la ecuacion
(3.1) queda

rap ey =1—Lay, (3.2)

donde L, son los coeficientes de pérdidas de los espejos a y b debidos a la absorcién
y la dispersion de la luz.

Definiremos el campo del laser (onda electromagnética) por medio de la componente
transversal del campo eléctrico E(7,t). Asumiremos que la onda electromagnética
es una onda monocromatica plana con longitud de onda A y frecuencia dada por

v=c/\, (3.3)

donde c es la velocidad de la luz. La frecuencia angular y el nimero de onda estan
definidos por

w=2mv, (3.4)

k=w/c. (3.5)
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Para nuestro analisis consideraremos la propagacion del laser en la direccion positiva
del eje x

E(x,t) = etk (3.6)

y asumiremos que un espejo es ubicado en esta direccion, con lo que, si la coordenada
del espejo es xg, el campo reflejado por el espejo esta dado por

Eref — 6i(wt+km)e—2kmo ) (37>

3.2. Ecuaciones de campo

Longitud de la cavidad

Los espejos de una cavidad Fabry-Perot de un detector de OG estan separados una
distancia L. En esta distancia se tiene un retardo entre las reflexiones de la luz en
los espejos, dado por

T=—, 3.8
= (33)
donde ¢ es la velocidad de la luz. Teniendo en cuenta que el haz del laser entra en
la cavidad desde el extremo izquierdo de la misma, denotaremos el espejo frontal
por e, (espejo a) y el espejo final por e, (espejo b) con respecto al laser, como se
muestra en la Figura 3.2. Debido a que dentro de un detector de OG, los espejos se

Xa Xb

1 " L] L]
1 . 1 .
1 1
1 1

- 1 1

Laser : ESpéjO : Espejo

1 Inicial 1 Final

Figura 3.2: Posicion de los espejos y planos de referencia
mueven un valor extremadamente pequeno (del orden de 1um) y estdn separados
por una distancia muy grande (del orden de 1km), el anélisis de la cavidad se debe
hacer introduciendo dos sistemas de coordenadas, una para cada espejo.

La posicién de los espejos estd dada por las coordenadas (z, y x3) como se muestra
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en la Figura 4.2. Cuando los espejos se mueven, la longitud de la cavidad cambia, y
en cualquier instante de tiempo esta dada por

L+ ap(t) — za(t). (3.9)

Sin embargo, esta definicion de la longitud de la cavidad no es muy empleada,
debido a que los dos espejos de la cavidad no estan conectados entre si, por lo
que la distancia instanténea dada por la ecuacién (3.9) no puede ser observada. La
distancia que se podra observar esta dada por la propagacién de la luz, mediante

d(t) = L+ zp(t — T) — 2a(t) (3.10)
d(t) = L + 2(t) — za(t — T). (3.11)

Estas ecuaciones indican las longitudes fisicas de la cavidad.

Campos internos

Tal como se muestra en la figura 3.3 hay dos ondas incidiendo en una cavidad Fabry-
Perot: una estd moviéndose en la direcciéon de la onda incidente y la otra se mueve
en la direccién opuesta. Los planos de referencia para las amplitudes de estas ondas
se pueden elegir en cualquier lugar dentro de la cavidad, sin embargo, es convenien-
te elegirlos tan cerca de los espejos como sea posible. Entonces, los origenes de las
coordenadas para cada espejo, se pueden unir a los planos de referencia mencionados
en la secciéon anterior.

Xa Xb

—> —>
L] [ ] . L] [ ] L] L]
1 1 . 1 1 1 1
1 B v B 1 EN v E.
1 1 1 1 1 1
T T 1

Laser “ 1 ref T D T 1

1 1 1 1 1 1
1 1 1 1 1 1

< >

L

Figura 3.3: Campos en una cavidad Fabry-Perot

Por lo tanto, la propagacion de los campos incidiendo en la cavidad de un plano de
referencia al otro esta dada por

Ei(t) = Ei(t—T)e **, (3.12)
Ei(t) = Ey(t—T)e **. (3.13)
Los campos reflejados en los espejos de las cavidades estan dados por
Ey(t) = —rpE)(t)e 2k=® (3.14)
Ei(t) = —r B)t)e?™ O L, B, (t). (3.15)
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Las ecuaciones de la (3.12) a la (3.15) describen la evolucién de los campos en la
cavidad Fabry-Perot para movimientos arbitrarios de los espejos. Hay por lo tanto,
cuatro ecuaciones para cuatro campos internos en la cavidad.

Sin embargo, es conveniente reducir estas cuatro ecuaciones a una sola ecuacion
para cada uno de los campos. Por ejemplo para hallar Fq, en la Figura 3.3, el cual
describe el campo propagandose a través de la cavidad desde el espejo a hasta el
espejo b, retomamos la ecuacién (3.15) y tenemos que

Ey(t) = —r By (t)e¥*™® 1t E, (1)

Tomamos las ecuaciones (3.12), (3.13), (3.14) llegamos a la expresién para el campo
en la cavidad E;

Ei(t) = rorp By (t — 2T)e %0 ¢ B (1) . (3.16)

Es conveniente ahora, separar las partes constante y variables de la longitud de la
cavidad, por lo tanto de la ecuacion (4.10) tenemos que

d(t) =L+ &(t), (3.17)
donde la parte variable esta definida por
E(t) =xp(t = T) — x4(), (3.18)

y afecta la evolucion de los campos en la cavidad en el dominio del tiempo. La parte
constante (L) afecta la interferencia de multiples haces de los campos en la cavidad.

Si
¢=FkL, (3.19)

tenemos que, la ecuacién para el campo propagandose en la cavidad queda dada
por

E(t) = t,Ein(t) + rorpe 20e 2RO Bt —2T) . (3.20)

Es importante tener en cuenta que al entrar en la cavidad, la luz se refleja primero
en el espejo final y después en el espejo frontal.

Campos externos

Adicionales a las ondas internas, hay dos ondas externas generadas por una cavidad
Fabry-Perot, una es la onda reflejada y la otra es la onda transmitida, tal como se
muestra en la Figura 3.4
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Figura 3.4: Formacién de los campos transmitidos y reflejados en una cavidad Fabry-
Perot

Se puede observar que el campo reflejado es una superposicion del campo reflejado
y el campo interno transmitido a través del espejo frontal, y estda dado por

E..;f=FE,;+ Ey, (3.21)

donde E,; es el campo reflejado inmediatamente y Ey es el campo de fugas, y sus
amplitudes estan dadas por

B = 14Ey(t)e”2Hkea® (3.22)
E; = t,Eyt). (3.23)
En la ecuacién (3.23) se puede ver que el signo del campo reflejado inmediatamente

es positivo debido a que la reflexién ocurre dentro del substrato del espejo (Figura
3.3).

Para obtener el campo reflejado, hallamos primero la expresion para Ej y después
combinamos las ecuaciones (3.23) y (4.24). Partimos de la ecuacién (3.13) y junto
con (3.12) y (3.14) tenemos que E} queda dado por

Ey(t) = —nBEy(t —2T)e **le2hnt=T) (3.24)
donde F; estd dado por la ecuacién (4.16).

Por lo tanto, hallamos E,.; a partir de las ecuacién (4.21), sustituyendo las ecua-
ciones (3.22), (3.23) y (3.24) y llegamos a la expresion para el campo reflejado

BErop(t) = e 2keOlr By (1) — tyry By (t — 2T) e 2HEHE0]] (3.25)

Finalmente, tomamos de la ecuacién (3.17) la expresién para F(t—2T) y desarrolla-
mos matematicamente la expresion anterior, para llegar a a que el campo reflejado
queda de la forma

. 24 2B (L) —t,E(t
Ereg(t) = e 2kea®| Tat ) Bl O (3.26)
Ta
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Por otra parte, el campo transmitido se define después del espejo final y esta dado
por

Ey,(t) = tyE1(t), (3.27)
donde Ef(t) esta dado por la ecuacién (3.12) entonces
E,(t) =ty By (t — T)e ™. (3.28)
Siendo este campo transmitido proporcional al campo interno.

Suma de campos sobre vueltas completas
Como presentamos anteriormente la dindmica de los campos en una cavidad esta des-
crita por la ecuacién

E(t) = to B (t) + rarpe O Bt — 2T) . (3.29)

Iterando esta ecuacion N veces, obtenemos la suma dada por

N-1
E(t) = ta Z (’f’a'/“b)n€_2iks7l(t) Ezn (t — 27’LT)
n=0

() Ve MO B (¢~ 2NT) (3:30)

Esta ecuacion describe el campo en la cavidad en términos del campo de entrada
que ingresa a la cavidad, en intervalos de tiempo iguales a la duraciéon de una vuelta
completa, y es llamada suma sobre vueltas completas.

Las sumas parciales dentro de la ecuacion estan definidas como

So(t) = 0, (3.31)
Si(t) = d(t), (3.32)
Sy(t) = d(t)+d(t—2T), (3.33)

y asi sucesivamente. La notacion 25, es la longitud de camino 6ptico para un foton
el cual completa n vueltas completas en la cavidad con

—_

So(t) =S " d(t — 2pT). (3.34)

3

3
Il
o

Debido a que los valores del campo de entrada son siempre finitos, el tltimo término
de la suma en la ecuacién (4.31) se hace pequeno para grandes valores de N, es decir

(rarp)¥ <1 si N> Ny, (3.35)
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donde N.s¢ estd dado por

1

Nejs = 57—
T in(rer)]

(3.36)

y es llamado el numero efectivo de vueltas completas de fotones en una cavidad
Fabry-Perot!.

El ntiimero efectivo de vueltas completas se puede utilizar para introducir el limite
superior N. Sabemos que el nimero de vueltas completas en la cavidad N se con-
sidera grande si N > N.ss. En el limite para un N grande, la ecuacién (3.56) se
convierte en

E(t) =t, Y (rqry) e 2 SO, (t — 2nT). (3.37)
=0

n

Con frecuencia el campo del laser es constante, es decir E;,(t) = A. En este caso,
la suma sobre vueltas completas estda dada por

E(t) = t,A) (rer)"e %50 (3.38)

n=0

La representacion para los campos de la cavidad como una suma de vueltas com-
pletas, descrita por la ecuacién (4.39) se muestra en la Figura 3.4. Cada término en
la suma corresponde a un grupo de fotones los cuales han realizado algin nimero de
vueltas completas en la cavidad. El término n th corresponde a los fotones que han
finalizado n vueltas completas y el término de orden cero corresponde a los fotones
que acaban de ingresar en la cavidad. Las fases acumuladas por los fotones durante
su propagacion en la cavidad son proporcionales a las longitudes de camino 6ptico

Sh.-

3.3. Solucion estatica

Campo del laser constante
La solucién simple de la ecuacién (3.29) es la solucién estéatica. Corresponde a la

! Algunas veces es llamado el nimero efectivo de rebotes aunque es un nombre poco apropiado
yva que el numero de rebotes es el doble del nimero de vueltas completas
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Figura 3.5: Recorridos de vuelta completa de los fotones en una cavidad Fabry-Perot

situacién cuando los espejos de la cavidad estan en reposo, es decir (§ = constante),
y la amplitud de campo del laser es constante, con lo cual

Ein(t) = A. (3.39)

Asumiendo que L contiene un ntimero entero de medias longitudes de onda (L =
nm/2) y teniendo en cuenta éstas condiciones para &, L, E;, y la ecuacién (3.18),
reemplazamos en (3.29), tenemos entonces que el campo en la cavidad satisface

E = t A+ rorme PR R
toA

Tomando la fase ¢ dada por

¢ = k&, (3.41)

tenemos entonces

taA

F=——.
1 — rerpe—2i

(3.42)

Por ultimo, para hallar el campo reflejado, tomamos la ecuacién (4.26) y reempla-
zamos la solucién para el campo E en la cavidad dada por la ecuacion (3.42) con lo
que llegamos a

- 2, e 20
_ —2ikza(t) . a'd
E.r=e Alr, CR——r rarbe_2i¢] : (3.43)
Si tomamos
t2rye= 21
p(¢) =14 — (3.44)



el campo reflejado queda de la forma
Eep = e "W A p(¢). (3.45)
Finalmente, la amplitud maxima del campo de la cavidad es
E=gA, (3.46)

donde g es la ganancia de amplitud de la cavidad Fabry-Perot y esta dada por

9= 1—r,m

(3.47)

Potencia en una cavidad Fabry-Perot
La intensidad (potencia) del campo en una cavidad Fabry-Perot estd definida como

P=|E|? (3.48)

Para la solucién estatica, la potencia en la cavidad se convierte en una funcién de
compensacién de fase dada por

to A
1 —rorpe—29
2 A 2
_ _glAF (3.50)
1 + F'sin®(¢)

P = (3.49)

donde F' es el coeficiente de Fineza y esta dado por

4r,rp
F=——/—. 3.51
(1 — TaTb)2 ( )
La ecuacién (3.50) es conocida como la funcién de intensidad de Airy[32][33]. La
funcién de Airy normalizada estd dada por

1

A = TP

(3.52)

Condicion de resonancia
De la ecuacién (3.50) podemos observar que la potencia en una cavidad Fabry-Perot
es proporcional a la funcién de Airy

P = ¢*P,A(9), (3.53)
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donde P, es la potencia del campo del laser y es igual a P, = |A|?. Por otra parte,
tenemos que la funcién de Airy es funcién de una variable, la variacion de fase, la
cual esta dada por

¢ = k& +w,T. (3.54)

Dentro de este contexto la resonancia en una cavidad Fabry-Perot ocurre cuando
la compensacion de fase es igual a multiplos de 7, por lo tanto, para cavidades en
resonancia, la reflexividad de la misma esta dada por una funcién real. Ahora, para
una cavidad en resonancia, la reflectividad de ésta esta dada por la funcion

re — (1= Lo)Ty
1—7r,.7 '

p(¢) = (3.55)

La resonancia para una frecuencia fija del laser (ws = 0) ocurre cuando la compen-
sacion de longitud satisface la condicién

§=n3. (3.56)

donde n es un entero.

De la misma forma, la resonancia ocurre para una longitud fija de la cavidad (£ = 0)
cuando la compensacion de la frecuencia del laser satisface la condicion

T
Ws =N (3.57)

Otro parametro importante en la resonancia de una cavidad Fabry-Perot es la
separacién entre las frecuencias de resonancia adyacentes, la cual se conoce como

rango espectral libre (F'SR por sus siglas en inglés) que esta dada por
s

T

Ahora, si tanto la longitud de la cavidad como la frecuencia del laser son compen-
sadas, la condicion de resonancia ocurre cuando

(3.58)

Wrsr =

Ws §
— == (3.59)
w L
Sin embargo, en la practica estos pardametros estan constantemente variando en el
tiempo. Para este caso, podemos asumir que la condicion de resonancia estaria dada

por

=2 (3.60)
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3.4. Solucién dinamica

Cuando los espejos de una cavidad Fabry-Perot estan en movimiento, la resonancia
requiere una compensaciéon de frecuencia variable wg(t). Este desplazamiento en
frecuencia nos da lugar a una compensacién de fase variable dada por

t
W(t) = / ws(t)dt' . (3.61)
0
En este caso, el campo del laser esta dado por
Ein(t) = AW | (3.62)

con estas condiciones el campo en la cavidad dado por la ecuacién (3.16) esta dado
por

E(t) = t, AW 4 rore 2 OB - 2T) . (3.63)
y hallando la solucién de esta ecuacion, tenemos

taAeid)(t)
E(t) = o (3.64)

En este caso, la fase del campo del laser satisface la condicion

W(t) =t —2T) — 2kE(L) (3.65)

la cual implica, que la fase es igual a la fase del campo en la cavidad mas un cambio
de fase dado por —2k¢ causado por el movimiento de los espejos.

Si E es la amplitud del campo en la cavidad para la condiciéon de resonancia, y
esta dado por

_ t,A
E=_%" 3.66
1—7r,rb’ (3.66)
entonces la solucion para el campo en la cavidad es
E(t) = Ee®® (3.67)
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3.5. Respuesta de estado estable

Dentro de un sistema, sabemos que los procesos transitorios que son causados debi-
do a cambios bruscos en las condiciones exteriores y desaparecen rapidamente, los
procesos de estado estable son causados por las excitaciones periddicas y pueden du-
rar indefinidamente, por esta razén, realizaremos el andlisis detallado para el estado
estable en una cavidad Fabry-Perot.

En las secciones anteriores pudimos deducir que la dindmica del campo en una
cavidad Fabry-Perot en el estado estable esta descrita por la ecuacién (3.16) dada
por

E(t) = taEin(t) + raree > E(t — 27T, (3.68)
con d dada por la ecuacién (3.17) queda de la forma
E(t) =t Ein(t) + Tarb6_2ik[L+£(t)]E(t —2T). (3.69)

Utilizaremos esta ecuacién en el analisis de estado estable de una cavidad Fabry-
Perot, en el cual la excitacién periddica la realizaremos ya sea cambiando la ampli-
tud, frecuencia o fase del campo del laser o el movimiento de los espejos.

3.5.1. Cavidad Fabry-Perot como un operador lineal

Respuesta al impulso

Consideremos una cavidad Fabry-Perot con los espejos en reposo, es decir £(t) =0y
asumamos que su longitud estd en perfecta resonancia (e=** = 1). Para este caso,
la dindmica del campo en la cavidad esta dada por

E(t) = taEm (t) + Ta’/’bE<t — 2T> . (370)

La solucién a esta ecuacién la obtenemos mediante el andlisis de recorrido de vueltas
completas que detallamos anteriormente en la seccion 3.3 de la forma

E(t)=t, i(rarb)"Ei (t —2nT). (3.71)

n=0

En este analisis podemos tratar a la cavidad como un operador lineal denotado por
H que actiia en el campo del laser y crea un campo interno dado por

E(t) = HEy,(t). (3.72)
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Para este operador H hay diversas representaciones, nosotros utilizaremos la integral
de kernel, dada por

E(t) = / T H (= O B (1)t (3.73)

[e.e]

donde H(t) es la respuesta al impulso de la cavidad, la cual estd dada por

H(t) =t, i(rarb)"é(t —onT). (3.74)

n=0

A lo largo de este proyecto, la respuesta al impulso es la herramienta que mas nos
conviene para el andlisis de una cavidad Fabry-Perot[35][36], por lo tanto la emplea-
remos de forma permanente.

Funcion de transferencia
Sabemos con anterioridad que la transformada de Laplace? para una funcién del
tiempo FE(t) esta dada por

E(s) = /OOO e S E(t)dt, (3.75)

donde s es una variable compleja.

Si aplicamos la transformada de Laplace a ambos lados de la ecuacién (3.16) que
describe el campo interno de la cavidad Fabry-Perot, tenemos

E(s) = H(s)Ein(s) + rarve >TbE(s) | (3.76)
y despejamos para obtener

= taFim(s)
E(s) = 1 —rerpe=2T]"

Finalmente, ésta ecuacion la podemos escribir de la forma

E(s) = t.Ein(s), (3.77)

donde

H(s)= — 1o (3.78)

1 —rarpe=2sT 7

2La notacién de la tilde sobre cada pardmetro hars referencia a la transformada de Laplace
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y representa la transformada de Laplace del operador de la cavidad Fabry-Perot, o
en el mismo caso, la transformada de Laplace de la funcion de respuesta al impulso,
siendo ésta la funcion de transferencia de la cavidad.

Para hallar el comportamiento de esta funcién en el dominio de la frecuencia, en-
contramos en primer lugar los polos a partir de la ecuacién caracteristica, la cual
esta dada por

1 —ryre T =0, (3.79)
y hallamos su solucién
_n(remy)
S=—or - (3.80)

Es necesario tener en cuenta que una de las principales caracteristicas de la funcion
de transferencia de la cavidad es que ésta es finita, es decir nunca se hace cero y
periddica a lo largo del eje imaginario en el dominio de Laplace, por lo tanto cumple
con la condicién de periodicidad dada por

H(s + %) — H{(s). (3.81)

Por lo tanto, los polos de la ecuacion caracteristica de la funcion de transferencia
de la cavidad estan dados por

_An(raery)

Do = o

T n. (3.82)

NS

donde n es un entero.

Estos polos estan igualmente espaciados a lo largo del eje imaginario del plano
complejo, y la separacion entre polos adyacentes es igual al rango espectral libre
(FSR). En la figura 4.5 se muestra el diagrama de Bode de la funcién de transferen-
cia de la cavidad.

3.5.2. Respuesta de la cavidad Fabry-Perot a la amplitud
del laser

Para obtener la respuesta de los campos en una cavidad cuando hay variaciones en
la amplitud del laser, realizaremos el andlisis de los campos internos y externos a
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Figura 3.6: Diagrama de Bode de la Funcién H(s)

partir de las ecuaciones obtenidas anteriormente en la secciéon 3.3, pero sin tener en
cuenta los términos que representan la dependencia de éstas con la longitud de la
cavidad.

Campo interno
Al realizar este andlisis decimos que longitud de una cavidad Fabry-Perot es cons-
tante y los cambios en la amplitud del campo del ldser se describen por una funcion
real dada por A(t), por lo tanto, la ecuacién del campo interno en la cavidad (4.16)
esta descrita por

E(t) = toA(t) + rary E(t — 2t). (3.83)

Cuando se producen pequenas variaciones en la amplitud del laser, la funcién que
la describe estaria dada por

A(t) = A+ SA(t) (3.84)

donde A es la amplitud promedio y A es una pequena perturbacion.

Por lo tanto, para este caso, el campo de la cavidad se debe aproximar a
E(t)=FE+0E(t), (3.85)

donde E es el campo promedio y §E es una pequeiia perturbacion.

Sustituyendo estas dos condiciones en la ecuacién (3.83) que describe el campo
interno de la cavidad, tenemos que

E+0E(t) =ty A+ t.0A(t) + raryE + ramyd E(t — 2t) . (3.86)
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Separando obtenemos para el campo promedio la relaciéon dada por

taA

E=_-" .
1—rery’ (3.:87)

y para la pequena perturbacién la expresion
SE(t) = t,0A(t) + rerpd E(t — 2t).

Ahora, aplicamos a esta ecuacién la transformada de Laplace y resolvemos para
finalmente obtener la solucién para la perturbacién

SE(s) = ta0A(s)

— W . (3-88)

Tomando en cuenta la funcién de transferencia de una cavidad Fabry-Perot dada
por la ecuacién (4.78) tenemos entonces que la pequena perturbacién en el campo
interno de la cavidad queda de la forma

0E(s) = H(s)A(s). (3.89)

Campos transmitido y reflejado

Como vimos anteriormente, variaciones en la amplitud del laser producen variaciones
en el campo interno de una cavidad Fabry-Perot. Este hecho también tiene efecto
en el campo transmitido, con lo cual podemos decir que

Eu(t) = Ey + 0B, (1), (3.90)

donde E,, es el campo promedio y 6 E,, es una pequeiia perturbacién.

Tomando la ecuacién (3.28) que describe el campo transmitido en una cavidad,
y reemplazando la condicién anterior tenemos que

By + 0B, (t) = tyEy + t,0E(t —T) .
Separando obtenemos para el campo promedio
Ey = tyEy (3.91)

y para la perturbacion, desarrollamos el mismo procedimiento anterior aplicando
la transformada de Laplace

5Etr(s) = tbe_ST5E(s) )
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Si reemplazamos la ecuacién (4.88) para la perturbacién del campo interno obte-
nemos la soluciéon para la perturbacién en el campo transmitido en la cavidad

5Etr(s) = tbe_STéH(s)fl(s) . (3.92)
De forma similar, analizamos el campo reflejado, el cual esta dado por
Eref(t) = Erep + 0,4 (1), (3.93)

donde E,.¢(t) es el campo promedio y 0 E,.¢(t) es la pequena perturbacién.

Tomando la ecuacién (3.43) que describe el campo reflejado en una cavidad, y re-
emplazando la condicién anterior tenemos que

Eref + 5Eref(t) = [A + 5A(t)] P(Cb) )

donde p(¢) es la reflectividad estética de la cavidad y estd definida por la ecuacién
(3.44).

Separando podemos ver que el campo promedio es

Erep = A P(Cb) ) (394)
y para la perturbacion es
0Eres(s) = 6A(s) p(s), (3.95)
donde p(s) esta dada por
2 o=25T
p(s) = rq — —al® (3.96)

1 —ryrpe=2T "

3.5.3. Respuesta de la cavidad Fabry-Perot a la frecuencia
y fase del laser

De la misma forma como hicimos el andlisis para la respuesta de los campos en una
cavidad cuando hay variaciones en la amplitud del laser realizaremos este analisis
para la respuesta a las variaciones de frecuencia y fase del laser sin tener en cuenta
los términos que representan la dependencia de estos con la longitud de la cavidad.
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Variaciones en la fase del laser
En este caso tomaremos el campo del laser teniendo en cuenta las variaciones en su
fase mediante la relacién

Ei(t) = Ae®) (3.97)

Con esta condicién, el campo interno en la cavidad dado por la ecuacién (3.16)
queda de la forma

E(t) = t,Ae™?Y 4 v, B(t — 27) . (3.98)

Para el caso que las variaciones en la fase del laser son pequenas (|i)| < 7) podemos
aplicar la siguiente aproximacion

e =1 4 i(t). (3.99)
y tomando cuenta que el campo lo tomamos de la forma
E(t)=FE+J0E(t), (3.100)

podemos hallar la solucién para la perturbacion en el campo de la cavidad, reem-
plazando las dos condiciones anteriores en la ecuacién (3.98), con lo cual tenemos
que

E+0E(t) =ty A+ it AY(t) + raroE + raryd E(t — 2T, (3.101)

separando encontramos la relacion para el campo promedio

taA

E=— 102
1 —r.rp (3.102)
y para la perturbacion del campo en la cavidad
~ ita At(s)
0E(s) = ——m—— 1
(5) = 1— vk (3.103)

y reemplazamos la ecuacién (4.78) que representa la funcién de transferencia de
una cavidad Fabry-Perot obtenemos la solucién para la pequena perturbacion del
campo

SE(s) = iAH (s)(s) . (3.104)
Este resultado estda dado sélo para variaciones pequenas en la fase del laser.

Sin embargo, en la préactica las variaciones en la fase del laser suelen ser grandes
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(comparadas con m). Por lo cual, para grandes variaciones en la fase del laser, el
campo en la cavidad no se aproxima a un campo constante F sino a una funcién
dada por Fe™?®  y la condicién para el campo queda dada por

E(t) = [E + 0E(t)]e™V (3.105)
y el campo interno en la cavidad dado por la ecuacién (4.16) queda de la forma
E+0E(t) = toA+rer[E + 0E(t — 2T)]e WO-v(t=2D] (3.106)

Sin embargo, debido a que la fase 1(t) puede ser muy larga, su cambio durante una
vuelta completa de la luz en la cavidad es usualmente pequeno, por lo cual podemos
aplicar la aproximacion

e~ WOV o 1 —j[y(t) — (t — 2T))]. (3.107)
Entonces, reemplazando esta condicién en la ecuacién (3.106) tenemos

E+6E(t) = tyA+rernE —iranB(t) —(t — 27T)]
+ 10 E(t — 2T) — irgryd E(t — 2T)[(t) — (t — 2T)],

Separando variables encontramos la expresion para la perturbacion del campo

- _irarbE@E(s)(l — e~ 2T

SE(s) = , (3.108)

1 —rorpe=2T

Finalmente introducimos una expresion para la llamada funcion de transferencia
de fase dada por

1 — e—2sT

Hy(s)= —— " (3.109)

1 —ryrpe=2sT 7

por lo tanto, la expresion para la perturbacion del campo dada por variaciones
grandes en la fase del laser queda de la forma

SE(s) = —irgryEHy(s)Y(s). (3.110)

Variaciones en la frecuencia del laser

Al presentarse variaciones en la frecuencia del laser wy(t) el campo del ldser se ve
afectado a través de variaciones producidas en su fase mediante la relacion entre
frecuencia y fase dada por

b(t) = /0 t wy(t)dt' (3.111)
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en el dominio de Laplace esta expresion queda de la forma

o(t) = 2@8(8), (3.112)

Por lo tanto, la respuesta de una cavidad Fabry-Perot debida a cambios en la
frecuencia del laser la podemos encontrar mediante la forma
1
H,(s) = gHw(S) , (3.113)

donde Hy(s) esta dada por la ecuacién (3.109).

Reemplazando esta condicién tenemos que

Hw(s) _ 1 [ 1— 6—2sT ]

(3.114)

sL1 —rorpe—2sT

Esta funcién de transferencia tiene la dimension de 1/s y por lo tanto su magnitud

depende de las unidades de s. Para solucionar este problema normalizaremos H,,(s)
a 1 en DC haciendo (s=0) y obtenemos la respuesta de la cavidad

1 —e 2T 1 —7r,m
H, = . 11
() ( 2sT ) (1 — rarbe_25T> (3.115)

Para hallar la respuesta de la perturbacion del campo en la cavidad, tomamos como
punto de partida la respuesta dada para el caso anterior, cuando hay variaciones en la
fase del campo del 1dser dada por la ecuacién (3.110) y reemplazamos las condiciones
para Hy(s) ecuacién (3.109), E ecuacion (3.66) y ¢ (s) ecuacién (3.112), para obtener

- t, A 1 —e 2T 1
E(s) = —i 2 )
OE(s) talt <1 — rarb> (1 — rarbe—st) (s) O

reordenando términos y haciendo simples operaciones mateméticas obtenemos

~ l Ar,ry 1 — 2T 1= rom, ~
0E(s) = —5t AT 5.
(5) 2 ((1 — fr’arb)2> ( 25T ) (1 — ’f’a’f’b6_25T w (S)

Finalmente teniendo en cuenta las ecuaciones (3.51) y (3.115) para F'y H,(s)
respectivamente tenemos que la solucién para la perturbacion del campo causada
por variaciones en la frecuencia del laser esta dada por

0E(s) = —%taATFHw(s)@S(s). (3.116)
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3.5.4. Respuesta de la cavidad Fabry-Perot a las variaciones
en la longitud de la cavidad

Este andlisis lo realizaremos con el fin de encontrar la respuesta de una cavidad
Fabry-Perot cuando hay movimiento de los espejos, es decir cuando cambia su longi-
tud, manteniendo las condiciones de amplitud, frecuencia y fase del laser constantes,
es decir con

Ep=A. (3.117)

Recordando mediante la ecuacién (3.18) que la parte variable o dindmica de la
longitud de una cavidad estd dada por

§(t) =ap(t = T) —za(t), (3.118)
tenemos que el campo en la cavidad dado por la ecuacién (3.16) queda de la forma
E(t) = t, A+ rarpe OBt —2T) . (3.119)

Ahora, si las variaciones en la longitud de la cavidad son pequenas, aplicamos la
siguiente aproximacién

e~ 2D 1 — 24kE(2), (3.120)

siendo esta aproximacion valida cuando los cambios en la longitud de la cavidad
son mucho mas pequenos que el ancho de la resonancia.

Sabemos que la solucién para el campo de la cavidad debe tomar la forma de
E(t)=E+§E(t), (3.121)

donde E es el campo promedio y §E(t) es una pequefa perturbacién, entonces con
base en esto hallamos la solucién para (3.119) tomando en cuenta (3.120) y (3.121)
tenemos
E+08E(t) =teA+ 1y 4+ 1m0 E(t — 2T) — 2ikE(t)r,rp B
—20kE(t)ryryd E(t — 2T) .

De donde obtenemos la expresién para la perturbacién del campo es

SB(s) = — 2ikE(s)rary B

1 —rarpe 2T
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Reemplazando ahora la ecuacién (3.66) para el campo promedio y tomando la
expresion para la funcién de transferencia de la cavidad dada en la ecuacion (3.78)
tenemos que

SE(s) = —2ik—"""" [(s)é(s). (3.122)

Finalmente introducimos un nuevo término llamado funcion de transferencia de
longitud normalizada dado por
Hy(s) = ——TaTo__ (3.123)
S) = . .
L 1 —ryrye=2T
Si relacionamos esta funcién de transferencia con la expresiéon para H(s) dada por
la ecuacién (4.78) obtenemos que

ta

H(s) = Hufs) 7=

(3.124)

Teniendo en cuenta esta expresion, reordenando términos y realizando simples ope-
raciones matematicas en la soluciéon dada por (3.122) llegamos a

- o 4r,rp =
5E(S) = _iktaAmHL(S)g(S)’

ademds, con la ecuacién (3.51) para el coeficiente de Fineza F' llegamos a la expresion
final para la solucién de la perturbacién del campo, cuando se presentan variaciones
en la longitud de la cavidad

SE(s) = —%ktaAFHL(s)g(s). (3.125)

3.5.5. Funcién de transferencia frecuencia-longitud

En la practica, la frecuencia del laser y la longitud de la cavidad pueden variar
al mismo tiempo, por lo que se hace necesario analizar conjuntamente estos dos
parametros para obtener una respuesta mas acorde a un sistema real.

Por lo tanto, para hacer este analisis tendremos en cuenta las variaciones en la fre-
cuencia del laser (E;, = Ae¥®) y en la longitud de la cavidad (£(t) = xy(t—T) —x,),
con lo cual la ecuacién del campo en la cavidad esta dada por

E(t) = t, A’ rore OBt — 2T) . (3.126)
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La solucién para esta ecuacién la hallamos combinando las soluciones particulares
para las variaciones en la frecuencia del laser dada por (3.116) y en la longitud de
la cavidad (3.125)

6E(s) = —it,AFTH,(s)&(s) — Lkt AFH(s)E(s),

)

reemplazando las ecuaciones para T' (3.8),Hw(s) (3.115) y Hy(s) (3.123) tenemos
que

SE(s) = - StKAFLHL(s) [(1 . TT> ) &

Finalmente unificamos los términos constantes en w e introducimos un nuevo
término llamado funcion de transferencia Frecuencia a Longitud dado por

1— 6—28T

Us) = —5 7 (3.127)

y obtenemos la solucién para la perturbacion del campo

ISR

SE(s) = wH(s) |U(s) : (3.128)

De esta expresion podemos observar que la perturbacion del campo causada por
variaciones en la longitud de la cavidad cancela la perturbacién del campo causada
por variaciones en la frecuencia del laser si

(3.129)

Esta expresion es llamada condicion de compensacion, la cual se satisface si las
variaciones en la longitud de la cavidad son compensadas por variaciones en la
frecuencia del laser y viceversa.

3.5.6. Espejos suspendidos como un cuerpo rigido

En los detectores de OG por interferometria laser, los espejos estan suspendidos en
alambres para aislarlos de su entorno, por ejemplo, en LIGO los espejos se encuen-
tran suspendidos en un alambre de vuelta simple como se muestra en el Figura 3.6.
En este capitulo analizaremos el movimiento de un espejo suspendido como un todo,
dejando de lado los modos elasticos del substrato del espejo y la vibracién de los
alambres de suspension.
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Figura 3.7: Dimensiones de un espejo de un detector de OGs

3.5.7. Lagrangiano para un espejo suspendido

Cuando es considerado como un cuerpo rigido, un espejo suspendido tiene seis grados
de libertad, que estan dados por: las tres coordenadas del centro de masa y los tres
angulos de rotacién. Es importante saber que no todos los grados de libertad son
igualmente importantes, por ejemplo, las traslaciones de los espejos en el plano yz
y las rotaciones a los largo de su eje de simetria tiene un pequeno efecto en la
reflexion de la luz y por lo tanto se pueden ignorar al momento de realizar el analisis
del espejo. Los restantes tres grados de libertad son la coordenada x del centro de
masa y los angulos esféricos 6 y ¢ los cuales definen la orientacién del vector normal
a la superficie del espejo dada por:

n, = cosfcosq, (3.130)
n, = cosfsing, (3.131)
n, = sinf. (3.132)

Definiremos # como el angulo entre el vector normal y el plano horizontal xy, y
¢ como el angulo entre el plano de rotacion ¢ y el plano xz. En la practica, los
detectores de OG estos angulos son pequenos, aproximadamente menos que 1 mrad.

Realizaremos nuestro analisis con las coordenadas x, 6 y ¢, las cuales para el detec-
tor LIGO son llamadas posicion, pitch y yaw[14], nombres que tomaremos también
en nuestro andlisis. Cuando un espejo es excitado por un movimiento sismico, éstas
pueden ser descritas por las traslaciones y rotaciones de los puntos de suspension, los
cuales denotaremos para nuestro desarrollo como w,(t) v ¢s,¢(t) respectivamente.
Todas estas notaciones se muestran en la Figura 3.7.
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Figura 3.8: Dimensiones de un espejo de un detector de OG

La simetria de la suspension y del espejo con respecto al plano zz genera un des-
acoplamiento del yaw de la posicién y el pitch, con lo cual se definen dos tipos de
movimientos independientes: el movimiento planar en el cual sélo son excitados x y
0 y el movimiento yaw donde sélo es excitado ¢, estos dos tipos de movimientos son
mostrados en la Figura 3.8. Para describir la dindmica de los espejos suspendidos
utilizaremos la funcion de Lagrangiano, la cual hallaremos al examinar estos dos
tipos de movimientos por separado.

v

Figura 3.9: Movimiento planar del espejo visto desde un lado. Movimiento del espejo
visto desde arriba
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Movimiento Planar
De la figura 5.3(a) podemos observar que las coordenadas del centro de masa son

r = Zg+Isina+bsind, (3.133)
= l+b—Ilcosa—bcosh, (3.134)

donde, si los dangulos a0 y € son pequenos podemos aproximar a

T R Te+la+bl, (3.135)
IR STC TN Sy
z = 2la +2bH : (3.136)

Podemos elegir como variable independiente a x o a «, sin embargo, en el caso de
que el espejo sea una parte de una cavidad Fabry-Perot suspendida, es preferible
tomar a x debido a que esta directamente relacionada con la longitud de la cavidad.
Por lo tanto, despejando a « de la ecuacién (3.135) tenemos que

1
a= 7(1’ — 25y — bO) , (3.137)

con lo cual, la elevacién del centro de masa durante el movimiento planar en la
ecuacion (3.136) lo hallamos reemplazando la anterior condicién

I O ¥ C BTy
2= glo =y —00) S0 (3.138)

Movimiento Yaw

Cuando sélo se produce rotacion de ¢, para hallar la coordenada del centro de masa
para este movimiento z’ primero hallamos a partir de la Figuras (3.7) y (3.8) la
proyeccion del alambre en el plano horizontal d mediante

d* = R} + R5 — 2R Ry cos(¢ — ¢sy) (3.139)

Tenemos en cuenta que la longitud del alambre no cambia durante la rotaciéon, lo
que significa que

P+ (R —Ry)?=(-2)+d, (3.140)

donde el lado derecho corresponde a la longitud del alambre menos la proyeccion
horizontal de este en el plano horizontal antes de la rotacion y el lado izquierdo
corresponde después de la rotacion. Resolviendo esta ecuacion tenemos que

R} — 2R Ry + R = =212 + 2% + d?,
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reemplazando d dado por la ecuacién (5.10)
2 — 212" = 2R  Ry(cos(¢p — byp) — 1),
y teniendo en cuenta la identidad
cos(20) = 1 — 2sin?(f) (3.141)
tenemos que
cos(¢ — ¢gp) = 1 — 2sin’ %(¢ — bap) (3.142)
reemplazando esta condicién nos queda

1
2% — 217 = 4Ry Ry sin® §(¢ — bsp)

finalmente, si 2’ < [ entonces 2’2 se puede despreciar, por lo tanto

, 2R1Ry . ,1
= 2 2sm2§(¢—¢5p).

Por 1ltimo, como explicamos anteriormente el angulo 6 es pequeno, lo que conlleva
a un angulo 6, pequenos, por lo tanto mediante aproximaciones tenemos que
Z/ o R1R2
21

(¢ — dsp)” . (3.143)

Para obtener las ecuaciones de movimiento que rigen el comportamiento del espejo

suspendido utilizaremos la funcién Lagrangiano, la cual nos permite tener la evolu-
cién temporal del sistema fisico representado por el espejo. Después de conocer la
funcién Lagrangiano para el sistema, por medio de las ecuaciones de Euler-Lagrange
particulares para el lagrangiano encontraremos finalmente las ecuaciones de movi-
miento.

En el formalismo matematico para la funcion Lagrangiana definimos que la ex-
presiéon para un sistema de coordenadas concreto estéd relacionada con la energia
cinética y la energia potencial de dicho sistema, por lo tanto

L=Ec—V. (3.144)

donde E, es la energia cinética y V' es la energia potencial del sistema.
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Para el analisis de la energia cinética total del sistema del espejo suspendido es con-
veniente hallarla mediante la suma de la energia cinética de traslacion y la energia
cinética de rotacién sobre el centro de masa, es decir

Ec = Etras + Erot 5 (3145)

donde Fy,.s es la energia cinética de traslacion, que para el caso de un cuerpo rigido

en rotacion es la asociada al desplazamiento del centro de masa del cuerpo a través
del espacio y F,.; es la energia cinética de rotacion que es la asociada al movimiento
de rotacién con cierta velocidad angular.

En este contexto, la expresion matematica para la energia cinética de traslaciéon
es
L,
Etras = §mv s (3146)
donde m es la masa y v es la velocidad lineal del espejo. Por otra parte, la energia
cinética de rotacion esta dada por

1
Ero = 5&)21, (3.147)

donde w es la velocidad angular y I es el momento de inercia del espejo.

Para nuestro caso particular tenemos entonces que la velocidad lineal del espejo
es la derivada de la posicién x, la velocidad angular esta dada por las derivadas de
los angulos de rotacién 6 y ¢ y el momento de inercia estda dado por los momentos
de inercia para 6 y ¢ respectivamente, es decir

vo= i, (3.148)
= Wy +wy =02+ %, (3.149)
I = ]9—|—]¢:]9—|—I¢. (3150)

Con las anteriores condiciones, la energia cinética total del espejo esta dada por

1 1, :
E. = gmi + 5(1992 + Iy0%) . (3.151)

Por otra parte, la energia potencial del espejo suspendido esta dada por la suma de
su energia potencial al desplazarse el espejo desde una su centro de masa en reposo
hasta su centro de masa después de la rotacién, es decir

V =mg(z+72), (3.152)
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donde m es la masa del espejo, g es la gravedad y z y 2’ son los centros de masa
antes y después de la rotaciéon. Reemplazando las ecuaciones (3.138) y (3.143) para
z y Z' respectivamente tenemos

m

2—lg (= 24y — bO)2 + 1 b 62 + Ry Ro(6 — esp)Z] . (3.153)
Finalmente, hallamos entonces la expresion de la funcion Lagrangiano dada por la
ecuacion (3.144), reemplazando las expresiones particulares para la energia cinética
(3.151) y para la energia potencial (3.153), con lo cual llegamos a

V:

= L e 1t - ™ — e — 002+ b2
L = 2mx+2]96’ +21¢¢ 5] (x — x5 — bO)” + 2llb€
oo s

3.5.8. Ecuaciones de movimiento

Como explicamos anteriormente, las ecuaciones de movimiento para el espejo sus-
pendido las hallaremos por medio del Lagrangiano y cumpliendo las ecuaciones de
Euler-Lagrange, las cuales dicen que

d (0L oL
()2 -

donde ¢; representa a z, # y ¢. Hallando la condicion de Euler-Lagrange para
cada una de estas coordenadas debemos, primero separar de la funciéon Lagrangiano
(5.25), las expresiones correspondientes a cada una de ellas, obteniendo

1 mg
L, = imxz—g(az Ty — b0)?,
_ 1o mg ., mg 2
Lg = 2]99 5 bl ol (ZL’ Lsp 69) 5
1. m
Ly = 51s0" =TI RRo(6 = 6,)°

Con estas expresiones resolvemos la condicién dada por Euler-Lagrange en la ecua-
cién (3.155) para cada una de ellas.

Para la posicion x tenemos

OL, _ .

or

dL,  mg

= D~y - 1),



y reemplazamos en (5.26) para obtener la expresion para x

mi = —?(I p—— (3.156)
Para el angulo # tenemos

% =140,

% = —mgbl + %b(w — Zgp — bO) ,

reemplazando en (5.26) llegamos a la expresion para ¢
Iy = —mght) + %b(m — (3.157)

Por 1ultimo para el dngulo ¢ tenemos

oL .

2 = 1,0,

o

OLy _ _mg _

8¢ — l R1R2(¢ ¢SP>7

reemplazando en (5.26) llegamos a la expresion para ¢

%zl%&mw—%» (3.158)

Por lo tanto, las ecuaciones de movimiento para el espejo suspendido son

mi = —%(z — (3.159)
. mg

Iy0 = —mgbl + Tb(a: — Zsp — bO) | (3.160)
. m

I,d = —ZIR Ry — dsy) (3.161)

l

Para estas ecuaciones las frecuencias naturales para las oscilaciones del espejo son

W= %, (3.162)
w2 o= i yw), (3.163)
Tl
mg
wy = leRg. (3.164)



Las ecuaciones de movimiento (3.159), (3.160) y (3.161) describen el movimiento
de un espejo suspendido cuando no hay friccién. Sin embargo, en la practica todas
los sistemas suspendidos tienen friccién, por lo tanto en nuestro analisis debemos
considerar el coeficiente de friccién dado por ~;q; para cada coordenada. Para cada
caso hacemos el desarrollo matematico, por ejemplo para la posicién z (ecuacién
3.159) tenemos

mi = —@(l’ — zsp — bl) ,

l
4+ %:B: %(:)sspjtb@),

adicionando el término de friccién

F o Yud + %x: %(:csijbH),

y reemplazando la ecuacién (5.33), obtenemos la expresién teniendo en cuenta la
friccién para x

T+ Ye® 4+ wir = wi(ze + b0) . (3.165)
Para el angulo 6 tenemos de la ecuacién (3.160)

16 = —mghl + %b(:ﬂ — g — bl) ,

; mgb(l+b)  — mg,
9+7Igl 0= Iglb(x Tsp) s

adicionando el término de {riccion

mgb(l—l—b)e _mg,

0 + v + i T (x — xsp) ,

reemplazando la ecucién (5.34), obtenemos la expresién para 6

2
. . w
0 + Yol + wih = (l_ib)(:)s—xsp),

Por 1ltimo para el dngulo ¢ tenemos de la ecuacién (3.161)

. m
156 = =R Ro(6 = 6u,).
b+ R Ry =
T 4@ = ——

[d)l [d)l R1R2¢SP )
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adicionando el término de friccion

. . m
¢+ 7359 + TjR1R2¢ =

mg

[d)l Rl R2¢SP )

y remplazando la ecuacién (5.35), obtenemos la expresién para ¢

g}é + 7359 + w3>¢ = wiQSsp )

Después de estos procedimientos, tenemos entonces las ecuaciones de movimiento
para un espejo suspendido teniendo en cuenta la friccion

i+t +wir = wi(ws, + b)), (3.166)
2

0+ 790 +wpd = ) ( — 24p) (3.167)

d+730+ Wi = Wit (3.168)
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Capitulo 4

Interferéometro de Michelson con
cavidades Fabry-Perot

La configuracién éptica adoptada por los detectores de ondas gravitacionales LIGO,
TAMA y VIRGO es un interferémetro de Michelson con cavidades Fabry-Perot
en sus brazos. Dentro de este contexto, en capitulos anteriores hemos realizado el
andlisis detallado para una cavidad y su respuesta a los parametros que afectan su
punto de operacién como lo son: amplitud, frecuencia y fase del laser, y longitud
de la cavidad. En este capitulo haremos ahora el andlisis de la dinamica de los
campos y la respuesta de un interferémetro de Michelson cuando dos cavidades son
implementadas en sus brazos, como se muestra en la Figura 4.1.

4.1. Distancias y propagacion de campos

Distancias y retardos

Como sistema global de coordenadas para nuestro anélisis tomamos el origen ubi-
cado en el plano de referencia del divisor de haz, y los brazos del interferémetro
alineados en los ejes = v y.

Asumiendo que las dos cavidades en los brazos del interferémetro tienen la mis-
ma longitud L y el tiempo de transito de la luz en cada una estd dado por la
ecuacion (3.8), y denotando por [, y I, a las distancias entre los planos de referencia
del divisor de haz y los espejos de entrada de las cavidades en los brazos, tenemos
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1y .
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Diviso

de haz
+—> < »
1 L

X

Puerto de ==
salida

Figura 4.1: Campos en una cavidad Fabry-Perot

que el tiempo de transito de la luz correspondiente para cada una estd dada por
; (4.1)
(4.2)

Definimos también la longitud promedio y la longitud asimétrica de la forma

N
[ = ;r o (4.3)
lasim - ZI ; ly 9 (44>

, (4.5)

Ousim = —— . (4.6)
En el andlisis realizado en el capitulo 3 tomamos el movimiento de los espejos en
su sistema de coordenadas local, sin embargo en este capitulo, las coordenadas para

los espejos de las cavidades tendrédn coordenadas (z,,0) y (z3,0) para la cavidad en
el brazo x y (0,y,.) v (0,ys) para la cavidad en el brazo y.
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Para cada cavidad, la longitud esta dada por

L+ &(t), .
L+&,(t), (4.8)

donde las partes variables de las longitudes estan dadas por

Sx(t) = xb(t - T) — Zg, (49)
&) =yt —T) = Ya- (4.10)

4.1.1. Ecuaciones de campos

De la misma forma como derivamos las ecuaciones de campo para una cavidad
Fabry-Perot, ahora hallaremos las ecuaciones para el interferémetro de Michelson
con dos cavidades. Las distancias y la direccién de los campos se muestran en la
Figura 4.2.

B
'
'
‘. E‘ant Erefx
'
' . <+—>
' '
< > Xa
Xo
P = ~
- Ll

Figura 4.2: Campos en un interferémetro de Michelson con cavidades Fabry-Perot
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Definimos entonces el campo del ldser Ej,s(t) en el plano de referencia cercano al
divisor de haz. En este contexto, los campos incidentes en las cavidades de los brazos
del interferémetro estan dados por

Eing(t) = toEus(t —0,)e” ™=, (4.11)
Ein,y(t) _TOElas (t - Qy)e—ik[ly-‘r:co(t—ﬁy)} 5 (412)

donde rq es la reflectividad, ¢y es la transmisividad y xg es la coordenada del divisor

de haz, a lo largo del eje z. En las ecuaciones anteriores se puede observar que el
campo transmitido en el divisor de haz, el cual corresponde al campo incidente en la
cavidad del brazo x mantiene el mismo signo, mientras que el reflejado en el divisor
de haz que corresponde al campo incidente en la cavidad del brazo y adquiere el
signo menos.

De forma similar como lo definimos en el capitulo 3, denotaremos el campo E, y
E, a los campos internos en las cavidades y los hallamos basandonos en la ecuacion
(3.17), obteniendo

Eo(t) = taFin o (t) 4 rorye” 2O B (12T | (4.13)
Ey(t) = ta B, (t) + rorpe” 2SO R (1 oT) (4.14)

Ahora definiremos los campos reflejados en los espejos de entrada de las cavidades

de regreso hacia el divisor de haz, y lo haremos en las mismas ubicaciones donde
definimos los campos incidentes. Tomando la ecuacién (4.27), los campos reflejados
en cada brazo del interferémetro estan dados por

[2 4 2
. + 2B o) — taEalt
Brepalt) = e 2ikea®| e laZina® Oy (4.15)
/ra
: 2 2
. + 2B ) — ta By (t
Bropy(t) = 2wl | fe T azina® ot (4.16)
Ta

Cuando estos dos campos reflejados en las cavidades llegan al divisor de haz se
produce interferencia entre ellos y a partir de esta recombinacion se generan dos
campos definidos en la superficie reflectiva del divisor de haz denominados campo
simétrico y campo antisimétrico y estan dados por

Eam(t) = toBpesa(t — 0y)e *lemm0®l _p B o (t—0,)e * . (4.17)
Eunt(t) = 10Eresa(t — 91,)6_““[1”_“”0@)} +toLyrery(t — Qy)e_ikly ) (4.18)

Todas estas anteriores ecuaciones conforman las ecuaciones en el dominio del tiem-
po para los campos en un interferometro de Michelson con cavidades Fabry-Perot
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en sus brazos.

Ahora definiremos unas aproximaciones para facilitar el desarrollo de las operaciones
matemadticas, por ejemplo para las grandes distancias I, [, y L las redondeamos al
nimero entero mas cercano de longitudes de onda del laser, de tal forma que

e”kE = 1, (4.19)
ekl — 1, (4.20)
ekl = 1. (4.21)

Con estas aproximaciones, el signo menos adquirido en la reflexién del divisor de
haz es compensado por el signo menos adquirido durante la propagacién sobre la
distancia [,.

Por tltimo asumimos que el divisor de haz no tiene pérdidas y es simétrico, es decir

To = to = (422)

5l

4.1.2. Franjas en el interferémetro de Michelson

Recombinacion de campos

Cuando se produce la recombinacion en el divisor de haz, éste no afecta el campo
transmitido pero si el campo reflejado, en forma muy significativa. Este efecto se
produce debido a que cuando incide una OG en el divisor de haz, el movimiento
traslacional de éste genera un cambio en el campo reflejado, de la forma como se
muestra en la Figura 4.3, como resultado de este cambio, la longitud de camino
éptico para el campo reflejado se incrementa en xq(t).

Para analizar este efecto, consideraremos el movimiento del divisor de haz en la
recombinacion de los campos en el interferometro. Para simplicidad en el analisis
asumiremos que el campo del ldser es constante, es decir Fj,s(t) = A. Hallamos los
campos incidentes en las cavidades de los brazos reemplazando las condiciones dadas
por las ecuaciones (4.20), (4.21) y (4.22) en las ecuaciones (4.11) y (4.12).

Para el campo en la cavidad del brazo x tenemos

Ein,:c (t) = tOElas (t - ex)e_iklz s

Eina(t) = %A, (4.23)
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1,4

X0

Figura 4.3: Dimensiones de un espejo de un detector de OG.

y para la cavidad del brazo y tenemos

Ein,y(t) = 1Bt — gy)e—ik[lwxo(t—@y)} ,
1 .
Eiy(t) = —=Ae keol=00) 4.24
A = (4.2
Asumiremos también que las cavidades no estan en resonancia y por lo tanto los
campos en el interior de las cavidades se pueden despreciar, por lo tanto £, = 0
y E, = 0y el campo transmitido por la superficie del espejo a dado por Ej,t, es
también cero.

Ahora hallamos los campos reflejados en los brazos de las cavidades tomamos las
ecuaciones (4.14) y (4.15) y reemplazamos las condiciones para E, y E,.

Por lo tanto, los campos reflejados en las cavidades de los brazos quedan de la
siguiente forma, para el brazo x

(12 + 12)Ein o (t) — ta E.(1)

Ta

Erefm(t) = 6_2ik%(t)

: 1
Ere T t = 6_2lkxa(t)ra Av
f7 ( ) \/i

y para el brazo y

(02 +12) Bray (6) = 1y (1)

Ta

)

Bropylt) = 2

1 . .
Eref,y (t) — ﬁe_zlky“(t)e‘lkmo(t_@y)raA )
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Entonces, los campos reflejados en las dos cavidades los resumimos en

1 .,
Brepa(t) = —=e 2kaa®p A (4.25)
’ V2
1, .
Erepy(t) = —ge 2heOemthaol=0iy A, (4.26)

V2

Con esto, los campos recombinados estdn dados a partir de las ecuaciones (4.17) y
(4.18), para el campo simétrico por

Eum(t) = E[e—%(kxa(t—ex)-i—kxo(t))_l_6—2i(kya(t—6y)—kxo(t—26y))}’ (4.27)

2

y para el campo antisimétrico tenemos que

i} AL | | |
Eant(t> — %[e—%kma(t—&@)—mkmo(t) _'_e—2zkya(t—Gy)—zkxo(t—2€y):| ) (428)

Si los cambios de fase en las longitudes de camino 6ptico causados por los movi-
mientos del divisor de haz y de los espejos de entrada, los representamos por a, y
a, y estan dados por

() = kxa(t—ex)—%kxo(t), (4.29)
1) = hyalt —6,) — Shrolt —26,), (4.30)

tenemos que los campos simétrico y antisimétrico estdan dados por

_ AL .

Egn(t) = _7“2 [6_2“1””(“ + e‘2lay(t)} , (4.31)
I TGA —2ix —2i«x

Eant(t) = 7 [6 Zow(t) _ e 2 y(t)} . (432)

Finalmente hallamos la intensidad del campo antisimétrico

pant = |Eant|2>
2 % [6—2iax(t) _ 6—2"%@)] ’2 |
(4.33)
resolvemos aplicando la identidad
e~ 2kaa(t) — cos(ay(t)) — isin(ag(t)) (4.34)
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para llegar a

Pont = TZA<\/4sin2[ax(t)—ay(t)])2,

Pt = TaA Sin2 [Oéx(t) - O‘y(t)] :

Definimos la potencia del campo del ldser P,, = |A|?> con lo cual la potencia
antisimétrica que describe las variaciones de intensidad (franjas de interferencia) de
un interferometro Michelson formado por los dos espejos de entrada de las cavidades
Fabry-Perot y el divisor de haz, queda de la forma

P,; = P,.sin’ [, () — ay(t)]rg. (4.35)

4.1.3. Condicién de Franja Oscura

Sabemos que la maxima intensidad (franja clara) del campo antisimétrico corres-
ponde a la interferencia constructiva de los campos que se recombinan en el divisor
de haz, es decir

Max Py = Plasr? . (4.36)

Por lo tanto, la minima intensidad (franja oscura) del campo antisimétrico corres-
ponde a la interferencia destructiva de los campos recombinados, es decir, idealmente
la franja oscura esta dada por

min P,,; =0, (4.37)
lo cual ocurre cuando
a,(t) = oy (t) . (4.38)
Si reemplazamos las ecuaciones (4.29) y (4.30) obtenemos la forma mas explicita
para esta condicién

ot —0.) — yalt — 0,) — %[:):O(t) + wolt — 26,)]. (4.39)

Teniendo en cuenta que usualmente lo espejos suspendidos se mueven muy poco,
los retardos 0, y 6, pueden ser despreciados, entonces la condicién de franja oscura
ocurre cuando

1
ralt) = yalt) = 320,

xO(t> = xa@) - ya(t> : (440>
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4.2. Respuesta del interferémetro de Michelson
con cavidades Fabry-Perot

4.2.1. Respuesta a variaciones en la amplitud del laser

En este andlisis encontraremos la respuesta del interferometro a cambios en la am-
plitud del campo del laser, asumiendo que esta amplitud varia de la forma

Es(t) = A+ 6A(t), (4.41)

donde A es la amplitud promedio y A es una pequena perturbacién y se cumple
la condicién |§A| < |A|. Para este andlisis asumiremos que las longitudes de las
cavidades de los brazos son fijas, es decir ({, = £, = 0) y que se satisface la condicién
de franja oscura dada por la ecuacién (4.40).Por lo tanto, los campos en las cavidades
de los brazos los describimos también por las perturbaciones de sus valores estaticos,
mediante

E;(t)=E+30E;(t), (4.42)

donde j = z,y, que corresponde a los brazos x y y respectivamente. Hallaremos
entonces la solucién para la perturbacién del campo de la misma forma que lo hicimos
anteriormente para encontrar la solucién de una sola cavidad por separado. De la
ecuacion (3.16), teniendo en cuenta las condiciones para £, para la amplitud del laser
dada por la ecuacién (4.41) y para e~*£ dada por la ecuacién (4.19), tenemos que
el campo interno en una cavidad esta dado por

E(t) = toEp(t) + rarye 2 Bt — 2T

tomando las expresiones para E;,; dadas por las ecuaciones (4.11) y (4.12) de donde
podemos decir que

1
Einj = ﬁElas (t - ‘99) ’ (443>

tenemos entonces que

E+0E(t) =ta—=[A+ 5A(t — 0;)] + raryd E(t — 2T),

1
V2
separando y pasando al dominio de Laplace llegamos a

1 t
E. — 280 a A
0 J(S) \/ie [1 _ Tarbe_gsT](s (S) ’

63



y finalmente con H(s) dada por la ecuacién (3.78) llegamos a la expresion para la
perturbacion del campo en las cavidades de los brazos del interferémetro

SEy(s) = %e‘zsaﬂ'ﬂ(s) SA(s). (4.44)

Ahora, hallamos la solucién para la perturbacion del campo reflejado, tomando
la expresion para éste de la ecuacién (4.15) y realizando el mismo procedimiento
llegamos a

5Eref,j(s) = —ie‘sefrarbEp(s)éA(s), (4.45)

donde p(s) esta dado por

2 —2sT
torye

p(S) =Tq — W . (446)

En esta expresiéon podemos observar que a bajas frecuencias, las cavidades en los
brazos del interferometro de Michelson reflejan la minima cantidad del ruido de am-
plitud del laser si ellos estdn éptimamente acoplados, es decir con p(0) = 0.

Por ultimo hallamos la expresion para la perturbacion en los campos recombina-
dos a partir de las ecuaciones (4.17) y (4.18)

§Eyim(s) = 6—28%(3)54(3), (4.47)
6Eumi(s) = —2s0.e7%%p(s)0A(s), (4.48)

A partir de estas dos expresiones, podemos hallar el ruido de amplitud del laser

6Eant(8)

~ = 250, . (4.49)
(SESZ‘m(S)

4.2.2. Respuesta a variaciones en la fase del laser

Para este andlisis consideramos la respuesta del interferémetro a cambios en la fase
del campo del laser, asumiendo que la amplitud del campo del laser es constante,
pero su fase varia de la forma

Ejos(t) = Ae™® (4.50)

Y, de la misma forma que para el andlisis anterior, asumimos que las longitudes de
las cavidades son fijas y que se satisface la condicién de franja oscura.
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Igualmente, describimos los campos en las cavidades de los brazos del interferémetro
mediante la expresion

E;(t) = [E + 6 E;(t)]e™ %) (4.51)

con lo cual, encontramos que la expresién para la perturbacién del campo esta dada
por

0E;(s) = —ie™Yir ry EHy(s)i(s) (4.52)

y para la perturbacion del campo reflejado, queda de la forma

0Eyesj(s) = ie~*rtyr, EHy(s)d(s) (4.53)

Sin embargo, a diferencia del ruido de amplitud, el ruido de fase del laser no se
puede suprimir con la condiciéon de 6ptimo acoplamiento, ya que no tiene depen-
dencia directa con el coeficiente de acoplamiento p(s). Finalmente encontramos las
expresiones para los campos recombinados

5E~|sim(8) = \/§i6_2se_tarbE_in(s)'J](S) ) (454)
§Eum(s) = —2ie 2050, Ap(s)d(s), (4.55)
Estas ecuaciones describen los campos recombinados cuando hay variaciones en la

fase del ldser.

4.2.3. Respuesta al movimiento de los espejos de las cavi-
dades Fabry-Perot

Ahora encontraremos la respuesta del interferometro al movimiento de los espejos
de las cavidades Fabry-Perot en sus brazos, para lo cual definiremos los cambios
comun y diferencial de las longitudes de las cavidades dados por

Euom (1) = 562(0) + &,(0)] (1.56)
£ (1) = 5lEx(1) — &,(0)], (4.57)

Las perturbaciones en los campos de las cavidades, estan dadas por las pequenas
variaciones en las longitudes de las cavidades por

Ej(t) = E + 6E,(t), (4.58)
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y la solucién para esta perturbacion, la hallamos siguiendo el mismo procedimiento,
quedando de la forma

OE;(s) = — EH(s)é(s). (4.59)
y para los campos recombinados queda de la forma

8 Egim(s) = zﬁikrbEe—sfH(s)[&%(s) — 50cEaif(s)] (4.60)
0B (s) = 2V2ikryEe™* H(s)[€aif(5) — 50cleom(s)] - (4.61)

En estas expresiones podemos ver que se presentan mezclas entre los cambios en
modo diferencial y comun debido a la asimetria. Sin embargo, mientras la asimetria
es pequena, o las frecuencias de interés son bajas, es decir |sf.| < 1, podemos
despreciar esta mezcla y llegar a las siguientes aproximaciones

§Eym(s) = 2V2ikryEe " H(8)Ewom(s) (4.62)

0Eumi(s) = 2V2ikryEe™  H(s)Esy(s) .
Estas expresiones describen los campos recombinados del interferémetro cuando

hay movimiento de los espejos en las cavidades, los cuales tienen dependencia con
las variaciones & en la longitud de las mismas.
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Capitulo 5

Simulacién del prototipo de
deteccion de OG

Anteriormente se construyé un pequeno prototipo simulador de deteccién de OG,
el cual fue la base para el desarrollo del presente proyecto. En este capitulo des-
cribiremos las caracteristicas y los parametros del mismo, siguiendo el andlisis que
hemos realizado en los capitulos anteriores. También presentaremos la respuesta del
interferometro de Michelson antes y después de la implementacion de las cavidades
Fabry-Perot en sus brazos.

5.1. Caracteristicas y parametros del prototipo

Nuestro prototipo simulador de detecciéon de OG tiene la configuracién del inter-
ferémetro de Michelson, con longitudes de los brazos de 0,5m y los elementos 6pticos
como los espejos y el divisor de haz estan sobre bases rigidas y es mostrado en la
Figura 5.1. Ha sido disenado y construido con fines didacticos y de acuerdo con los
recursos econdémicos del proyecto.

Después de realizar el analisis descrito en los capitulos anteriores, procedimos a
hallar los valores de los parametros que aplican a nuestro prototipo y realizar una
comparacion de estos con los parametros del detector real de OG LIGO. Cabe men-
cionar que los valores de nuestro prototipo se encontraran muy desfasados de los
valores de LIGO ya que nuestros elementos 6pticos no son de la alta calidad de los
elementos de los detectores reales.

Parametros
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Tabla 5.1: Parametros del laser de entrada

Parametro notacion valor unidades
Longitud de onda A 632,8 nm

Frecuencia v 4,7421077 Hz

Tabla 5.2: Parametros de los espejos
Espejo t2 L t r
Tnicial de la cavidad | 0,176 | 0,168 | 0,42 | 0,9958
Final de la cavidad | 0,176 | 0,168 | 0,42 | 0,9958

Tabla 5.3: Parametros de las cavidades Fabry-Perot

Parametro notacion valor unidades

Longitud L 0,5 m

Tiempo de retardo T 1,662107° seg

Rango espectral libre VFSR 3002100 H:z
Coeficiente de fineza F 38,658210% -
Fineza F 373,31 -
Numero efectivo de vueltas completas Neyy 118,79 -

Tiempo de almacenamiento T 3,94210~7 seg
Ganancia g 50,1 -

Tabla 5.4: Parametros del interferometro de Michelson con cavidades Fabry-Perot

Parametro notacién | valor | unidades
Longitud de los brazos L 0,5 m
Longitud del divisor al espejo de entrada brazo x ly 0,05 m
Longitud del divisor al espejo de entrada brazo y Ly 0,05 m
Longitud promedio l 4,78 m
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Figura 5.1: Prototipo de interferémetro de Michelson

5.2. Parametros del detector de OG LIGO

En esta seccién presentamos los parametros de operacién del detector de OG LIGO,
como una forma de comparacién con los pardametros de nuestro prototipo. Se puede
observar facilmente que los valores varian en grandes cantidades para los dos instru-
mentos, lo que nos permite concluir que para nuestros recursos econémicos, fisicos
y de infraestructura no es posible construir un detector, ni tampoco un prototipo
empleado para fines de deteccién, razén por la cual nuestro prototipo es utilizado
como instrumento didactico a manera de ensenanza para presentar e incentivar a

los alumnos a iniciar investigacion en el area experimental de las OG.

Tabla 5.5: Pardmetros del ldser

Parametro notacién valor unidades
Longitud de onda A 1,0642107° m
Frecuencia v 2,818210™ H:z

Tabla 5.6: Pardmetros de los espejos

Espejo t2 L t r
Inicial de la cavidad 0,03 5210° 0,173 0,985
Final de la cavidad | 22107° | 52107° | 4,521073 | 0,999965
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Tabla 5.7: Pardmetros de las cavidades Fabry-Perot

Parametro notacion valor unidades

Longitud L 421073 m

Tiempo de retardo T 1,332107° seg

Rango espectral libre VEFSR 3,75210% Hz
Coeficiente de fineza F 1,71210% -
Fineza F 205 -
Numero efectivo de vueltas completas Neyy 65,4 -

Tiempo de almacenamiento T 1,74210°7 seg
Ganancia g 11,4 -

Tabla 5.8: Parametros del interferometro de Michelson con cavidades Fabry-Perot

Parametro notacion | valor | unidades
Longitud de los brazos L 4000 m
Longitud del divisor al espejo de entrada brazo x - 4,93 m
Longitud del divisor al espejo de entrada brazo y Ly 4,63 m
Longitud promedio l 4,78 m

5.3. Simulacién de una cavidad Fabry-Perot

Después de realizar el andlisis matematico de la respuesta de una cavidad Fabry-
Perot, pasamos a la simulacion de la misma por medio de Matlab. En la simulacién
tomamos en cuenta el grosor del espejo inicial de la cavidad, denominado para este
efecto a, y el espejo final lo tomamos como plano, ya que en condiciones reales, este
grosor en el espejo inicial afecta el campo en la cavidad, debido a que el haz del
laser sufre cambios por los coeficientes de reflexion y transmision del mismo.

En la Figura 5.1 se puede observar el diagrama esquematico de una cavidad Fabry-
Perot que utilizamos para nuestra simulacion, en ella podemos ver que hay un nime-
ro de haces transmitidos por los dos espejos los cuales tienen amplitudes complejas
de haces sucesivos multiplicados por un factor adicional de r,r,e2*!.

En la seccion 3.4 encontramos la respuesta del campo en la cavidad Fabry-Perot,
ahora tomamos estas expresiones y suponemos todos los haces dentro de la cavidad
igualmente espaciados, y finalmente hallamos la amplitud del campo de salida de la
cavidad mediante la suma de las amplitudes de los haces individuales, siendo esta
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Figura 5.2: Diagrama esquemaético de una cavidad Fabry-Perot

expresion una serie geométrica convergente dada por

t%atgarbe—%kae—%kd(t)

1 — rorye—2kd®)

E(t) = Ei(t) (5.1)

Seguidamente, teniendo en cuenta los valores de los parametros dados para el de-
tector LIGO, tomamos en cuenta para realizar la simulacién los siguientes datos:
coeficiente de transmisién t = 0,173, coeficiente de reflexién r = 0,985, longitud de
onda = 632nm, grosor del espejo inicial de las cavidades Fabry-Perot = 1ml y grafi-
camos esta expresion, para poder observar en la salida de la cavidad los cambios en
la intensidad del campo, lo que nos representa las franjas de interferencia producidas
por los multiples haces.

En la Figura 5.2 se muestran las franjas de interferencia producidas por una cavidad
Fabry-Perot y en la Figura 5.3 el corte transversal de distribucién de intensidad de
campo de estas franjas.

Figura 5.3: Franjas de interferencia en la salida de una cavidad Fabry-Perot
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Figura 5.4: Fraccién de intensidad de campo en la salida de una cavidad Fabry-Perot

5.3.1. Simulacion del interferémetro de Michelson con cavi-
dades Fabry-Perot

Como lo detallamos en el capitulo 4, la respuesta de un interferémetro de Michelson
con cavidades Fabry-Perot en sus brazos, esta dada por las respuestas individua-
les de los campos de las cavidades recombinados en el divisor de haz mediante la
ecuacion (4.18), cuya potencia esta dada en (4.35). Teniendo en cuenta estas ecua-
ciones, simulamos un interferémetro de Michelson con dos cavidades Fabry-Perot,
asumiendo inicialmente que la diferencia de fase entre los dos haces de los campos
en las cavidades es cero, y posteriormente variando esta diferencia de tal forma que
podamos observar los movimientos en las franjas de interferencia en el puerto anti-
simétrico del interferometro.

Tomando las respuestas individuales de las dos cavidades Fabry-Perot en los brazos
del interferémetro halladas en la secciéon anterior, y recombinados estas mediante la
ecuacion (4.35), obtenemos en el puerto antisimétrico del interferémetro una distri-
bucién de franjas de interferencia mostrada en la Figura 5.5 para el caso particular
cuando no hay diferencia de camino 6ptico entre los dos brazos del interferémetro.
En este caso, podemos observar que en la salida del interferémetro la intensidad de-
tectable dada por la ecuacién (4.35) Ahora, variamos la longitud de camino éptico
en una de las cavidades en los brazos de interferémetro, con lo cual simulamos el
efecto que produciria una OG incidente, generandose asi, en el puerto antisimétrico
una diferencia de fase entre los dos haces de los brazos del interferémetro que pro-
duce un desplazamiento de las franjas de interferencia que se puede observar en las
Figuras 5.6. y 5.7. En las gréficas anteriores se puede observar el desplazamiento
de las franjas de interferencia en la salida del interferémetro debido a la diferencia
de fase existente entre los dos haces en las cavidades de los brazos del mismo, ésta
diferencia de fase se produce como consecuencia de la variaciéon del camino éptico
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Figura 5.5: Franjas de interferencia en el puerto antisimétrico del interferémetro de
Michelson con cavidades Fabry-Perot.

Figura 5.6: Franjas de interferencia en el puerto antisimétrico del interferémetro de
Michelson con cavidades Fabry-Perot cuando hay diferencia de camino éptico entre
éstas

en uno de los brazos debido a la incidencia de una OG sobre el interferémetro. Es
el desplazamiento de las franjas de interferencia lo que, en un detector real, indica
si estd o no incidiendo una OG.

5.4. Perspectivas del montaje experimental del
prototipo de interferémetro de Michelson con
cavidades Fabry-Perot

En esta seccion describiremos las condiciones generales de la construccion del pro-
totipo de interferometro de Michelson con dos cavidades Fabry-Perot en sus brazos,
teniendo en cuenta las condiciones de infraestructura y equipo con las cuales se
cuenta actualmente para este fin.
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Figura 5.7: Franjas de interferencia en el puerto antisimétrico del interferémetro de
Michelson con cavidades Fabry-Perot cuando hay diferencia de camino éptico entre
éstas

Es importante tener en cuenta que el prototipo que se desea construir tiene co-
mo caracteristica principal que es rigido, es decir los elementos épticos no estan
suspendidos en péndulos como los detectores o prototipos a gran escala. En la figura
7.12 se muestra el montaje experimental propuesto para nuestro prototipo, el cual
se basa en un interferémetro de Michelson con dos cavidades Fabry-Perot de 0,5m
de longitud en sus brazos.

El laser empleado para tal fin tiene una longitud de onda de 632,8nm, esta po-
larizado linealmente y tiene una potencia de 15mW  ademas a la salida de este
empleamos un filtro espacial y una lente colimadora, con lo cual en la entrada del
interferometro tenemos un haz del laser filtrado y colimado.

El divisor de haz y las dos cavidades Fabry-Perot forman el prototipo de inter-
ferémetro de Michelson Fabry-Perot y la senal de salida de este es tomada del haz
reflejado en las dos cavidades y recombinado en el divisor.

La propuesta de diagrama esquematico para el prototipo simulador de deteccion
de OG se muestra en la Figura 13, y comprende el sistema de simulacion de la inci-
dencia de una OG, mediante el cual es posible recrear el movimiento de los espejos
de la misma forma en que lo haria una OG si incidiera sobre el prototipo y el sistema
de control, el cual teniendo en cuenta la condicién de resonancia dada por la longi-
tud de la cavidad nos permite mantener al instrumento en esta posicién de referencia.

El funcionamiento es el siguiente: al simular la incidencia de una OG, las platafor-
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mas motorizadas realizaran el movimiento igual al efecto que produce una OG sobre
el prototipo, el cual es alargando la longitud de una cavidad (brazo z) y acorténdola
en la otra (brazo y); el el puerto antisimétrico, a la salida del interferémetro se ubica
un fotodetector en el cual es posible observar las franjas de interferencia produci-
das, y finalmente se toma esta senal de salida y es comparada con la condicion de

resonancia.

Espejo
inicial

Condicion
de resonancia

Espejo
final

Plataformas
motorizadas

Simulan la
incidencia de
una OG

Espejo
inicial

H(s)

Si d Mantiene las longitudes
1stemal © _» de las cavidades en su
control condicion de resonancia

Figura 5.8: Diagrama esquemético de la propuesta del prototipo simulador de de-

teccién de OG
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Capitulo 6

Conclusiones

En este proyecto se realizo la descripcion y el andlisis de la dindmica de los campos
y los espejos dentro de un detector de OG con la configuracion del interferémetro de
Michelson con cavidades Fabry-Perot en sus brazos. La dinamica de los campos se
formul6 en términos de ecuaciones en diferencia en el dominio del tiempo y teniendo
en cuenta el tiempo de transito de la luz dentro de las cavidades ya que éste afecta
en gran medida la operacion del interferémetro.

Las soluciones para las ecuaciones de campos en las cavidades fueron halladas para
el estado estable ya que es importante estudiar el interferémetro durante su ope-
racion continua y pueden usarse para estimar la respuesta en frecuencia del mismo
al describirlas en el dominio de Laplace, el cual tambien fue realizado en ete proyecto.

El analisis fue desarrollado para describir el funcionamiento de una cavidad Fabry-
Perot inicialmente y después para describir la operacién de un interferémetro de
Michelson cuando dos cavidades son implementadas en sus brazos. Se encontré la
funcion de transferencia de una cavidad Fabry-Perot general y sus diferentes modifi-
caciones cuando se presentan variaciones en los parametros que afectan la operacién
de la cavidad, como lo son la amplitud, fase y frecuencia del laser y la longitud de la
misma. Para cada uno de estos parametros se encontré una funcion de transferencia
que describe la respuesta de la cavidad Fabry-Perot.

Seguidamente, este andlisis realizado nos proporciona los pardametros y caracteristi-
cas del detector de OG LIGO, el cual fue tomado como detector de referencia, y
una estimacion de los valores que debe presentar el prototipo de interferometro de

Michelson cuando sea implementado.

Las simulaciones nos permitieron ver el comportamiento de una cavidad Fabry-
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Perot y las franjas de interferencia producida por la interferencia de multiples haces
dentro de la misma. Al realizar la simulacién del interferémetro de Michelson con
dos cavidades Fabry-Perot en sus brazos, pudimos observar el movimiento de las
franjas de interferencia cuando existe una diferencia de camino éptico producida
por la posible incidencia de una OG sobre el mismo.

Este proyecto permitié continuar con trabajos en este nuevo campo de investiga-
cién en nuestro Centro Universitario sobre la parte experimental de las OG, ya que
se ahondo mas en el tema de los detectores de OG y las cavidades Fabry-Perot,
con lo cual queda abierto el espacio para continuar trabajando en otras técnicas
importantes desarrolladas dentro de los detectores reales de OG, tales como Power
Recycling.

Aunque el objetivo inicial fue implementar fisicamente las cavidades Fabry-Perot
dentro del prototipo simulador de deteccién de OG, se intent6 realizar un analisis
completo que permitira a futuros proyectos la aplicacion experimental.

Este trabajo fue presentado en eventos de orden nacional e internacional, con lo
cual fue posible dar a conocer a la comunidad cientifica que en nuestro Centro Uni-
versitario se esta trabajando con prototipos simuladores de deteccion de OG. Todas
estas participaciones permitieron un intercambio de informacién importante para el
desarrollo del proyecto y un crecimiento profesional para los participantes del mismo.

Continuar con este tema de la deteccion de OG permitira en el futuro abarcar mas a
fondo todas las técnicas empleadas en la deteccién de OG, desarrollar experimentos
y puestas en marcha de pequenios prototipos de detectores de OG y seguir creciendo
como grupo de investigacion.
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